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Sza´zo¨tven e´vvel ezelo˝tt, 1860. janua´r 27-e´n halt meg Bolyai Ja´nos, a magyar ma-
tematika e´s a´ltala´ban a magyar tudoma´ny legnagyobb alakja. Az o˝ emle´ke´re adjuk
ki ezt a ko¨tetet, mely bizonya´ra csupa´n egyike lesz a megemle´kezo˝ kiadva´nyoknak.
U´gy gondoljuk, helye´nvalo´, hogy egyben megemle´kezzu¨nk apja´ro´l, Bolyai Farkas-
ro´l, aki szinte´n vila´gh´ıru˝ matematikus e´s polihisztor volt, tova´bba´ a nemre´g elhunyt
Kiss Eleme´rro˝l, a Bolyai-kutata´s ma´r e´lete´ben klasszikussa´ va´lt egye´nise´ge´ro˝l.
Szomoru´ ko¨telesse´gu¨nk, hogy legala´bb az elo˝szo´ban megemle´kezzu¨nk a Bolyai-
irodalom ma´sik klasszikusa´ro´l, Vekerdi La´szlo´ro´l, aki ne´ha´ny he´ttel ezelo˝tt hagyott
el bennu¨nket, e´s akinek a temete´se e´ppen Bolyai Ja´nos hala´la´nak sza´zo¨tvenedik
e´vfordulo´ja´n to¨rte´nt.
Ko¨tetu¨nk, a fentieken k´ıvu¨l, matematikato¨rte´neti u´jdonsa´gokat, geometriai e´s
kisebb re´szben fizikai ira´nyokro´l szo´lo´ munka´kat tartalmaz. A Bolyaiaknak az ana-
l´ızishez kapcsolo´do´ ke´ziratairo´l sza´mol be Kiss Eleme´r e´s Szabo´ Pe´ter Ga´bor dolgo-
zata. Sajna´latos aktualita´st is ad a munka´nak Kiss Eleme´r ko¨zbejo¨tt hala´la. A 2006.
augusztusi Bolyai-ta´bor elo˝ado´i me´g egyu¨tt la´togathatta´k meg o˝t marosva´sa´rhe-
lyi laka´sa´n, elo˝ada´sa´t szeme´lyesen ma´r nem tudta megtartani. Kedves felese´ge´vel,
A´gival, o¨ro¨mmel fogadta la´togato´it, a´tadta nekik munka´ja´nak frissen megjelent u´j
kiada´sa´t. Ne´gy nappal ke´so˝bb hunyt el.
Bolyai Farkas sorelme´leti vizsga´latairo´l Sa´ndor Jo´zsef e´s Ola´h-Ga´l Ro´bert dol-
gozata a szake´rto˝knek is sok u´jdonsa´ggal szolga´l. Szo´ esik benne a kor neves szeme´-
lyise´ge´ro˝l, Sza´sz Ka´rolyro´l, akivel Ja´nos, ke´so˝bb Farkas is egyu¨ttmu˝ko¨do¨tt. Szabo´
Pe´ter Ga´bor e´s Ola´h-Ga´l Ro´bert dolgozata Bolyai Farkast, mint fia´t leve´lben ta-
n´ıto´ atya´t mutatja be. A kockaketto˝ze´s u´n. de´loszi proble´ma´ja´t – a kor akkori
szintje´n – ko¨zel´ıto˝ szerkeszte´sekkel, ko¨rzo˝n, vonalzo´n k´ıvu¨li to¨bbleteszko¨zo¨k hasz-
na´lata´val mutatta be. Ismeretes, hogy Be´csben Bolyai Ja´nos a szo¨gharmadola´son e´s
a ko¨rne´gyszo¨ges´ıte´sen k´ıvu¨l foglalkozott e nevezetes szerkeszte´si proble´ma´val is. Ma
ma´r persze tudjuk, hogy ezek a proble´ma´k euklideszi szerkeszte´ssel nem oldhato´k
meg.
Szabo´ Pe´ter Ga´bor u´j eredme´nye Bolyai Ja´nos bu˝vo¨s ne´gyzet proble´ma´ja´t
a´ltala´nos´ıtja.
Weszely Tibor dolgozata Bolyai Farkas h´ıres
”
kudarca´t”eleven´ıti fel. 1804 szep-
tembere´ben e´s 1808 decembere´ben ke´t levelet is ı´rt egykori egyetemi bara´tja´nak
Karl Friedrich Gaussnak, melyekben az euklideszi pa´rhuzamossa´gi axio´ma´t ve´lte
1
bebizony´ıtani. Figyelemre me´lto´ Gauss elso˝ va´laszlevele´nek bara´ti hangneme, mely-
ben ra´mutat Farkas hiba´ja´ra. A ma´sodik leve´lre Gauss ma´r nem va´laszolt. Ekkor
keletkeztek a Bolyai Farkas-fe´le helyettes´ıto˝ axio´ma´k, melyekre Farkas me´g e´lete ve´-
ge´n is visszate´rt. Ebbo˝l a kudarcbo´l fakadt fia´hoz ı´rt aggo´do´ levele:
”
. . . az Istene´rt
ke´rlek! hagyj be´ke´t a paralle´la´knak . . . !”
Bolyai
”
ujj ma´s vila´ga´”-hoz kapcsolo´dik ifj. Bo¨ro¨czky Ka´roly tanulma´nya a hi-
perbolikus te´r diszkre´t geometria´ja´ro´l. Fejes To´th La´szlo´ ko¨ru¨l magyar geome´terek
nemzetko¨zi h´ıru˝ iskola´ja alakult ki az 1950-es e´vekto˝l kezdo˝do˝en. Tagjai a hiperbo-
likus geometria jo´val nehezebben megko¨zel´ıtheto˝ teru¨lete´n is vizsga´lta´k a klasszi-
kus e´s u´jszeru˝ te´mako¨ro¨ket. Ege´szen napjainkig vezet bennu¨nket a szerzo˝, ido˝szeru˝
megoldatlan proble´ma´kat is eml´ıtve.
Molna´r Emil, Prok Istva´n e´s Szirmai Jeno˝ dolgozata´nak te´ma´ja ko¨zel a´ll
az elo˝zo˝ dolgozate´hoz: olyan ko¨veze´sekro˝l szo´l, melyek egy parame´terto˝l fu¨ggo˝
polie´dersereg egybeva´go´ pe´lda´nyaival szaba´lyosan (azaz egy szimmetriacsoport sze-
rint) to¨ltik ki a teret. A parame´ter kezdeti e´rte´ke´re kora´bbro´l ismert euklideszi
te´rko¨veze´st kapunk, a tova´bbi ve´gtelen sok ege´sz e´rte´kre viszont hiperbolikus te´r-
ko¨veze´st. Sza´mı´to´ge´p seg´ıti a szemle´ltete´st, ami kapcsolo´dik napjaink kutata´si mo´d-
szereihez e´s eredme´nyeihez.
A ko¨vetkezo˝ ke´t dolgozat differencia´lgeometriai jellegu˝. Ola´h-Ga´l Ro´bert dol-
gozata a hiperbolikus s´ık euklideszi te´rbe to¨rte´no˝, metrikusan hu˝ bea´gyazhato´sa´ga´-
ro´l szo´l. Jo´l ismert a Beltrami-fe´le traktrix-felu¨let (ke´t
”
trombita”-felu¨letnek egy ko¨r
menti o¨sszeragaszta´sa´val), melyen kicsiben (loka´lisan) a hiperbolikus s´ık metrikus
viszonyai e´rve´nyesek. A felu¨let e´le viszont
”
szingularita´st” jelent a bea´gyaza´sban,
mely a ha´romdimenzio´s euklideszi te´rben nem is szu¨ntetheto˝ meg. Ma´ig nincs ve´g-
leges megolda´sa a teljes hiperbolikus s´ık (szingularita´smentes) bea´gyazhato´sa´ga´ro´l
szo´lo´ Blanusˇa-proble´ma´nak.
Szenthe Ja´nos dolgozata´nak Riemann h´ıres habilita´cio´s elo˝ada´sa (1854) a ki-
indulo´ pontja. Bolyai Ja´nos u´j hiperbolikus geometria´ja, mint a´llando´ negat´ıv go¨r-
bu¨letu˝ te´r a Riemann-geometria´nak specia´lis esete. A szerzo˝, saja´t eredme´nyeit is
beleszo˝ve, ro¨vid a´ttekinte´st ad a Riemann-geometria´ro´l e´s tova´bbi a´ltala´nos´ıta´sai-
ro´l.
A differencia´lgeometriai terek e´s a modern fizikai te´relme´letek kapcsolata´t te-
kinti a´t Toro´ Tibor ismerteto˝ tanulma´nya, mely a Bolyaiak filozofikus medita´cio´i-
bo´l indul ki a ko¨ru¨lo¨ttu¨nk le´vo˝ fizikai te´r (
”
az u˝r”) terme´szete´ro˝l, e´s eljut Einstein
”
a´lma´hoz”, a fizika geometriza´la´sa´nak mai programja´hoz. A to¨bb Nobel-d´ıjjal is ju-
talmazott kutata´sokon k´ıvu¨l persze me´g ke´rde´ses ira´nyok is csa´b´ıtja´k a mai fizikust
e´s matematikust.
A 150. e´vfordulo´ alkalma´bo´l 2010. janua´r 27-e´n Bolyai Ja´nos eredeti s´ırja´t
kopjafa´val jelo¨lte´k meg a marosva´sa´rhelyi reforma´tus temeto˝ben. Ola´h-Ga´l Ro´bert
e´s Bandi A´rpa´d kezdeme´nyeze´se´re sza´mos marosva´sa´rhelyi szeme´lyise´g alap´ıtott ı´gy
u´j emle´khelyet a XIX. sza´zad legnagyobb magyar matematikusa´nak, ahogy erro˝l
Weszely Tibor besza´mol a Terme´szet Vila´ga 2010. februa´ri sza´ma´ban.
Budapest, 2010. ma´jus 20.
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KISS ELEME´R, 1929–2006
PRE´KOPA ANDRA´S
Ha Cs´ıkszereda´bo´l de´lkeleti ira´nyba a fo˝u´ton elindulunk, az Olt vo¨lgye´ben haladva
eljutunk Cs´ıkszentma´rtonba, e´s ha ott az e´szakkeleti ira´nyu´ melle´ku´tvonalon ha-
ladunk tova´bb, akkor Cs´ıkba´nkfalva e´s Cs´ıkszentgyo¨rgy uta´n eljutunk Cs´ıkme´na-
sa´gba. A telepu¨le´s neve´t ro¨viden Me´nasa´gnak, vagy az e´kezetet elhagyva, Mena-
sa´gnak is mondja´k. A ne´v egyesek szerint a ma´lna´s, ma´sok szerint a me´nes szo´bo´l
ered. Orba´n Bala´zs lelkesen ı´r a Taploca vo¨lgye´ben, havasok ko¨ze´ rejtett, maga´-
nyos sze´kely faluro´l, mely fresko´kkal d´ısz´ıtett mu˝emle´k temploma´ro´l nevezetes.
Tova´bbi nevezetesse´ge az, hogy idevalo´si a kiva´lo´ matematikus Kiss Eleme´r, a
Bolyai-kutata´s klasszikusa, a Magyar Tudoma´nyos Akade´mia ku¨lso˝ tagja. Bras-
so´ban szu¨letett, 1929. augusztus 25-e´n, a´m a csala´d csak ro¨vid ideig e´lt a nagy-
va´rosban, magukat me´nasa´giaknak tartotta´k, ott e´ltek az anyai felmeno˝k, ott volt
tan´ıto´ az e´desapa, hosszu´ ido˝n a´t. Eleme´r ege´sz e´lete´ben rajongva szerette a terme´-
szetet, gyerekkora´ban sokat barangolt a Me´nasa´got ko¨rnyezo˝ hegyekben. Egye´bke´nt
is sportos ember volt, e´lete´nek utolso´ e´veiben is rendszeresen gyalogtu´ra´zott, s´ızett
a marosva´sa´rhelyi Somosteto˝n, e´s ma´shol, a hegyekben. Ne´gy e´vvel ezelo˝tt egyu¨tt
ve´gigja´rtuk az erde´lyi Bolyai-emle´khelyeket, pillanatok alatt felku´szott Doma´ldon
Bolyai Ja´nos e´desanyja´nak, A´rkosi Benko˝ Zsuzsanna´nak egy magas dombteto˝n le´vo˝
s´ırja´hoz. A 2006 tavasza´n elve´gzett su´lyos gyomormu˝te´t uta´n, amikor ma´sok ma´r
tudta´k, hogy nincs reme´ny e´lete´nek megmente´se´re, felese´ge´vel hosszu´ gyalogtu´ra´t
tett Cs´ıksomlyo´n. Ilyen a´llhatatos volt a tudoma´nyos munka´ban is. Hala´la elo˝tt
ne´ha´ny nappal, a´gyban fekve dikta´lta utolso´,
”
Bolyai Ja´nos sza´melme´leti eredme´-
nyeinek uto´e´lete” c´ımu˝ dolgozata´t, melyet a szinte´n matematikus felese´ge vetett
pap´ırra. A dolgozat kelteze´se 2007. augusztus 18, az eredeti terv szerint ma´snap,
19-e´n kellett volna az abban foglaltakro´l elo˝ada´st tartania egy Marosva´sa´rhelyen
rendezett tudoma´nyos konferencia´n. Az elke´szu¨lt ke´zirat alapja´n az elo˝ada´st ma´sva-
laki megtartotta, Kiss Eleme´r ma´r nem tudott felkelni az a´gybo´l. Augusztus 23-a´n
halt meg, 25-e´n, 77. szu¨lete´snapja´n temettu¨k el Marosva´sa´rhelyen, nem messze
a Bolyaiak s´ırja´to´l, akik ko¨zu¨l elso˝sorban Ja´nos oly sokat foglalkoztatta.
E´lete´nek fo˝bb a´lloma´sai a ko¨vetkezo˝k. 1936–1940 ko¨zo¨tt a me´nasa´gi elemi isko-
la´ba ja´rt, majd 1940–1948 ko¨zo¨tt a Cs´ıkszeredai Katolikus Fo˝gimna´zium tanulo´ja
volt, ott is e´rettse´gizett. Ezt ko¨vette a kolozsva´ri Bolyai Egyetemen elto¨lto¨tt ha´-
rom e´v, 1948–1951 ko¨zo¨tt, melynek ve´ge´n matematika-fizika szakos tana´ri diploma´t
szerzett. Az egyetem elve´gze´se uta´n t´ız e´ven a´t tan´ıtott matematika´t a ne´gysza´z
e´ves, h´ırneves, marosva´sa´rhelyi Bolyai Farkas Elme´leti L´ıceumban, egy e´v megsza-
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k´ıta´ssal, amikor Sza´szre´genben tan´ıtott. 1961–1978 ko¨zo¨tt adjunktus volt a maros-
va´sa´rhelyi Pedago´giai Fo˝iskola´n, mely 1978-ban U¨zemme´rno¨ki Inte´zette´ alakult,
ahol azuta´n docenske´nt mu˝ko¨do¨tt 1990-ig. Az inte´zme´ny 1990-ben Petru Maior
ne´ven egyetemme´ alakult, etto˝l kezdve Kiss Eleme´r ennek volt az egyetemi ta-
na´ra 1999-ben beko¨vetkezett nyugd´ıjaza´sa´ig; 1976–1985 ko¨zo¨tt tansze´kvezeto˝ volt.
Uta´na is tan´ıtott me´g az egyetemen ha´rom e´vig. Ko¨zben megalakult az erde´lyi ma-
gyar nyelvu˝ Sapientia Egyetem, melynek Kiss Eleme´r 2001-ben professzora lett. Itt
tan´ıtott hala´la´ig.
1974-ben a kolozsva´ri, akkor ma´r Babes¸–Bolyai ne´ven mu˝ko¨do˝ egyetemen ma-
tematikai doktora´tust szerzett. 1962–1965 ko¨zo¨tt tagja volt a Roma´niai Matema-
tikai Tudoma´nyos Ta´rsasa´g vezeto˝se´ge´nek. Hu´sz e´ven a´t tagja volt a kolozsva´ri
sze´khelyu˝ Matematikai Lapok szerkeszto˝bizottsa´ga´nak, a lapnak alap´ıto´ tagja is
volt. 2001 ma´jusa´ban a Magyar Tudoma´nyos Akade´mia ku¨lso˝ tagga´ va´lasztotta,
2006 tavasza´n Marosva´sa´rhely d´ıszpolga´ra lett.
Kutato´munka´ja´nak elso˝ szakasza´ban algebra´val foglalkozott, ebbo˝l ı´rta doktori
disszerta´cio´ja´t is. Eredme´nyei nemzetko¨zi viszonylatban is jelento˝sek. A´ltala´nos´ı-
totta a gyu˝ru˝ centruma´nak a fogalma´t, majd ennek seg´ıtse´ge´vel megszerkesztette
a nemkommutat´ıv gyu˝ru˝k egy fontos oszta´lya´t, melyben a kommutat´ıv gyu˝ru˝k
to¨bb fontos tulajdonsa´ga e´rve´nyes. Szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt adott algebrai
egyenletek ko¨zo¨s gyo¨keinek le´teze´se´re, e´s a´ltala´nos´ıtotta Hurwitz egy fontos te´tele´t.
Bevezette a fe´lmodulusok koidea´lja´nak a fogalma´t, melyet ma´sok is eredme´nyesen
haszna´ltak. Ennek seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt a fe´lmodulusok katego´ria´ja´ban az egzakt
sorok le´teze´se´t biztos´ıtani e´s tanulma´nyozni. A to¨bb mint sza´z publika´cio´ja ko¨zu¨l
az elso˝ harmincban sza´molt be algebrai vonatkoza´su´ eredme´nyeiro˝l.
Legjelento˝sebb tudoma´nyos eredme´nyei a Bolyai-kutata´ssal kapcsolatosak.
Bolyai Ja´nos a nemeuklideszi geometria felfedeze´se´vel forradalmas´ıtotta a mate-
matika´t, hata´ssal volt az egyetemes emberi gondolkoda´sra az axiomatikus mo´dszer
sze´les ko¨ru˝ elterjede´se re´ve´n e´s ma´s mo´don is. Felfedeze´se´t e´rtetlense´g, ledorongo-
la´s fogadta, eze´rt az 1831-ben megjelent Appendixen k´ıvu¨l ma´st nem publika´lt, a´m
ha´trahagyott tizenne´gyezer oldal ke´ziratot. Ebbo˝l ha´romezer a matematika´t tartal-
mazo´k sza´ma. Mint ismeretes, e´vekkel Bolyai Ja´nos 1860-ban beko¨vetkezett hala´la
uta´n az Akade´mia a ke´ziratokat Marosva´sa´rhelyro˝l Pestre hozatta, ahol azokat egy
akade´miai bizottsa´g negyedsza´zadon a´t vizsga´lta, cseke´ly eredme´nnyel. Ne´ha´ny,
viszonylag ko¨nnyen olvashato´ ke´ziratot ne´metre ford´ıtottak, melyek elemze´se´t az-
uta´n a ne´met Sta¨ckel ve´gezte el, e´s tette ko¨zze´ cikkekben e´s egy 1913-ban ne´metu¨l,
majd egy e´v mu´lva magyarul is megjelent, a ke´t Bolyairo´l szo´lo´ monogra´fia´ban.
A Teleki Te´ka´ban elhelyezett ke´ziratok rendeze´se´re e´s a nem matematikai jellegu˝ek
feldolgoza´sa´ra a ma´sodik vila´gha´boru´ uta´n keru¨lt sor, a matematikai jellegu˝ek tu´l-
nyomo´ re´sze´nek azonban me´g az elolvasa´sa sem to¨rte´nt meg a huszadik sza´zad
ve´ge´ig. Az elsza´ntsa´g e´s a szake´rtelem Kiss Eleme´r szeme´lye´ben tala´lkozott. A ke´z-
iratok to¨bb mint t´ıze´ves, a legapro´bb re´szletekbe meno˝, szakszeru˝ tanulma´nyoza´sa
re´ve´n kimutatta, hogy azokban olyan tudoma´nyos eredme´nyek,
”
matematikai kin-
csek” tala´lhato´k, melyek u´jak voltak a maguk kora´ban, e´s melyekkel Bolyai e´vti-
zedekkel megelo˝zte azokat, akiknek az eredme´nyeket ke´so˝bb tulajdon´ıtotta´k. Ilyen
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pl. az a ko¨zismert sza´melme´leti te´tel, melyet Jeans harmincne´gy e´vvel Bolyai ha-
la´la uta´n ko¨zo¨lt e´s ma tanko¨nyvanyag. Ezzel megdo˝lt az a ne´zet, hogy Bolyai az
Appendixben foglalt eredme´nyein k´ıvu¨l e´rdemlegeset a matematika´ban nem alko-
tott, lesza´mı´tva a komplex sza´mok elme´lete´nek a megalapoza´sa´t, melyro˝l szo´lo´ ı´ra´sa
re´go´ta ismeretes volt.
A Bolyai ke´ziratoknak ma´r az elolvasa´sa is rendk´ıvu¨l nehe´z. Bolyai feljegyze´-
seit gyakran nem tiszta pap´ırra ı´rta, hanem olyanra, ami e´ppen rendelkeze´se´re a´llt:
kisfia´nak ma´r tele´ırt iskolai fu¨zete´be, sz´ınlapokra, bor´ıte´k ha´tlapja´ra e´s saja´tos, ne-
hezen ko¨vetheto˝ jelo¨le´seket, terminolo´gia´t haszna´lt. Ezekbo˝l ı´zel´ıto˝t kaphatunk, ha
fellapozzuk Kiss Eleme´rnek a kutata´si eredme´nyeit tartalmazo´, 1999-ben megje-
lent
”
Matematikai kincsek Bolyai Ja´nos hagyate´ka´bo´l” c´ımu˝ ko¨nyve´t, ami maga is
matematikato¨rte´neti gyo¨ngyszem. A ko¨nyv angolul is megjelent, a vila´g minden je-
lento˝s ko¨nyvta´ra´ba eljutott, e´s fontos szerepet to¨lt be a magyar kultura´lis e´rte´kek
nemzetko¨zi megismertete´se tere´n. A ko¨nyvo¨n k´ıvu¨l to¨bb tucat, re´szben nemzet-
ko¨zi fo´rumokon publika´lt cikkben is besza´molt eredme´nyeiro˝l. A nem matematikai
tartalmu´ ke´ziratokat is tanulma´nyozta, e´s olyan, addig nem ismert Bolyai levele-
ket tala´lt, melyek az apa e´s fiu´ szeme´lyes kapcsolata´t helyezik u´j megvila´g´ıta´sba.
Elmondhatjuk, Kiss Eleme´r le´nyegesen gazdag´ıtotta a Bolyai Ja´nossal kapcsola-
tos ismereteinket. Bolyai Ja´nos u´j, emberi arca´t e´vtizedekkel ezelo˝tt Benko˝ Samu
rajzolta meg. Kiss Eleme´r munka´ssa´ga teljesse´ tette a ke´pet, a magyar tudoma´ny
legnagyobb alakja matematikusi arculata´nak a teljes ko¨ru˝ felta´ra´sa re´ve´n, miko¨zben
felfedeze´sei Bolyai Ja´nos emberi arculata´nak a jobb megismere´se´hez is hozza´seg´ı-
tettek. 2002-ben, amikor Bolyai Ja´nos szu¨lete´se´nek 200. e´vfordulo´ja´t u¨nnepeltu¨k
Budapesten egy nemzetko¨zi tudoma´nyos konferencia´val, Kiss Eleme´r volt az egyik
fo˝elo˝ado´, aki megh´ıvott elo˝ado´ke´nt akkoriban Euro´pa´t e´s Amerika´t is beja´rta, hogy
kutata´si eredme´nyeiro˝l besza´moljon. Tudoma´nyto¨rte´neti felfedeze´sei alapveto˝ fon-
tossa´ggal b´ırnak, e´s joggal szereztek sza´ma´ra nemzetko¨zi h´ırnevet. Felese´ge, A´gi,
hu˝se´ges ta´rsa volt, nem csak az e´let viszontagsa´gai ko¨zo¨tt. Matematikuske´nt hoz-
za´e´rto˝ mo´don seg´ıtette fe´rje Bolyaiakkal kapcsolatos kutata´sa´t.
Ezen a ponton e´rdemes megjegyezni azt, hogy a Bolyaiakro´l, fo˝leg a re´gebbi
sze´pirodalomban kialak´ıtott ke´p, elso˝sorban Benko˝ Samu e´s Kiss Eleme´r munka´s-
sa´ga´nak betudhato´an, szinte teljesen elavult. Apa e´s fia, mindketten indulatos em-
berek le´ve´n, gyakran civakodott, a´m kapcsolatukat elso˝sorban az egyma´s ira´nti
nagyrabecsu¨le´s e´s a gyo¨nge´d e´rzelmek sokkal inka´bb jellemezte´k. Jo´llehet Ja´nos
e´lete utolso´ szakasza´ban ugyanabban a va´rosban, Marosva´sa´rhelyen lakott, mint
apja, me´gis megromlott ege´szse´gi a´llapotuk miatt gyakran inka´bb leveleztek egy-
ma´ssal, mintsem va´llalkoztak volna a hosszu´ gyalogu´tra, hogy szeme´lyesen besze´lje´k
meg a matematikai proble´ma´kat e´s a napi dolgokat. Ezek a levelek is elo˝keru¨ltek
a fa´radhatatlan kutato´munka ko¨zben, e´s tanu´skodnak a ke´t zseni egyma´shoz valo´
viszonya´ro´l.
Kiss Eleme´r dolgozatai ko¨zo¨tt a fent eml´ıtetteken k´ıvu¨l sza´mos egye´b, e´rdekes
mu˝ tala´lhato´, egy re´szu¨k alkalmaza´si jellegu˝. Apja, a me´nasa´gi tan´ıto´, szabad
ideje´ben me´he´szkedett, e´s Eleme´r kedvenc olvasma´nyai ko¨ze´ tartozott apja´nak egy
me´he´szeti szakko¨nyve. Ennek hata´sa´ra kezdett foglakozni a me´hek e´p´ıtkeze´se´nek
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geometriai proble´ma´ival. Ke´t dolgozata is megjelent e te´mako¨rbo˝l, egy fiatalkori e´s
egy tizenhat e´vvel ezelo˝tti. Alkalmaza´si szempontbo´l igen e´rdekes az a dolgozata
is, amelyet Szentpe´teri Jo´zsef orvosprofesszorral ko¨zo¨sen ı´rt a fogak csu´csainak
mozga´sa´ro´l a ra´ga´s folyamata alatt.
Kiss Eleme´rnek nem csak a tudoma´nya, de emberse´ge is pe´ldamutato´ volt.
O¨nzetlen volt a tan´ıtva´nyok nevele´se´ben, az ismeretek a´tada´sa´ban, e´s habitusa´t
pa´ratlan szere´nyse´g jellemezte. Igaz, Feje´r Lipo´t szavaival e´lve, neki volt mire sze-
re´nynek lennie. Egy alkalommal Levente fia´na´l, csala´dja ko¨re´ben to¨lto¨ttem vele
egy este´t, e´s egy szo´val sem eml´ıtette, hogy ne´ha´ny nappal azelo˝tt Marosva´sa´r-
hely va´rosa d´ıszpolga´ra´va´ fogadta. Hala´la su´lyos vesztese´g a nemzetko¨zi Bolyai- e´s
matematikato¨rte´neti kutata´s sza´ma´ra. Szeme´lye e´s munka´ssa´ga vila´g´ıto´ fa´klya lesz
genera´cio´k sza´ma´ra.
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A MATEMATIKAI ANALI´ZIS PROBLE´MA´I A KE´T
BOLYAI KE´ZIRATOS HAGYATE´KA´BAN1
KISS ELEME´R, SZABO´ PE´TER GA´BOR
Bolyai Farkas e´s Bolyai Ja´nos ke´ziratos hagyate´ka nagy re´sze´nek a ko¨zelmu´ltban
to¨rte´nt felta´ra´sa ra´vila´g´ıtott a sza´melme´let e´s – Bolyai Ja´nos esete´ben – az algebra
teru¨lete´n ve´gzett – eddig nem ismert –, sikeres munka´ssa´gukra [12, 22]. Igen hasz-
nosnak bizonyult a ke´t matematikus ke´ziratainak egyu¨ttes tanulma´nyoza´sa, jegyze-
teik o¨sszehasonl´ıta´sa. I´gy sikeru¨lt felte´rke´pezni to¨bb olyan matematikai proble´ma´t,
ahol vizsga´lataik tala´lkoztak [22].
A ke´t Bolyai – apa e´s fiu´ – e´letu¨k folyama´n sza´mos levelet va´ltottak egyma´s-
sal. A levelek hu˝en mutatja´k be a ke´t tudo´s matematikus mindennapi gondjait e´s
az o˝ket foglalkoztato´ tudoma´nyos proble´ma´ikat. Igaz, hogy az 1990-es e´vek ko¨ze-
pe´ig megismert levelek (mivel feldolgozo´ik nem voltak matematikusok) csak elve´tve
tartalmaznak matematikai szo¨vegre´szeket. Csak a ke´ziratos hagyate´k u´jbo´li a´tvizs-
ga´la´sa sora´n keru¨ltek elo˝ azok a matematikai tartalmu´ levelek, amelyeket olvasva
e´rtesu¨lhetu¨nk az o˝ket foglalkoztato´ ke´rde´sek nagy re´sze´ro˝l. Tu´lza´s ne´lku¨l mond-
hatjuk, hogy minden proble´ma´jukat meg´ırta´k egyma´snak, vagy – miuta´n isme´t egy
va´rosban laktak – megbesze´lte´k egyma´ssal. Tudoma´nyos gondolataikat kicsere´lte´k,
egyma´s eredme´nyeit elismerte´k. Nem volt versenge´s ko¨zo¨ttu¨k. Emle´kezzu¨nk csak
arra, hogy Bolyai Ja´nos ma´r a nevezetes temesva´ri leve´lben ko¨zo¨s gondolkoda´sra
ke´ri apja´t a binomia´lis sorral kapcsolatban:
”
Erro˝l a mate´ria´ro´l me´g e´rtekezo˝du¨nk;
negat´ıv exponensekre is majd megpro´ba´ljuk” (1565/1v).
A ke´t Bolyai ke´zirataiban gyakran tala´lkozunk a matematikai anal´ızis ta´rgyko¨-
re´be tartozo´ feljegyze´sekkel is. Meglehet, hogy az anal´ızishez fu˝zo˝do˝ vizsga´latokkal
nem e´rtek el olyan la´tva´nyos eredme´nyeket, mint ma´s teru¨leten, me´gis u´gy ve´lju¨k,
e´rdemes e´s szu¨kse´ges felte´rke´pezni a matematika e fejezete´hez tartozo´ gondolatai-
kat is.
A rendk´ıvu¨l tehetse´ges Bolyai Ja´nosban igen kora´n feltu˝nt a matematika
ira´nti foge´konysa´ga. Gyermekkora´ban – aka´r ke´so˝bbi e´lete folyama´n is – terme´-
szetesen a matematika minden a´ga e´rdekelte. Bolyai Farkas 1816. a´prilis 10-e´n
Gausshoz ı´rt levele´ben olvashatjuk:
”
Az e´n (13 e´s 1/4) esztendo˝s fiam. . . kedveli
a differencia´l- e´s integra´lsza´mı´ta´st e´s rendk´ıvu¨l ke´szse´ggel e´s ko¨nnyede´n sza´mol ve-
lu¨k. . . ” [6, 81. old.]. A Be´csben tanulo´ fia´t – 1818. szeptember 10-e´n – pedig ı´gy
b´ıztatja:
”
Olvasd . . . Eulert, La Croix. Traite´ E´le´mentaire du Calcul differentiel et
1A kutata´s egy re´sze´t az Arany Ja´nos Ko¨zalap´ıtva´ny ta´mogatta.
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inte´gral, La Grange The´orie des Fonctions etc.” [6, 99. old.]. Csak megjegyezzu¨k,
hogy Lagrangenak ezt a ko¨nyve´t Bolyai Ja´nos me´g 53 e´ves kora´ban is
”
ne´zegette”
[12, 181. old.]. Bolyai fiatal kora´ban maga´to´l tala´lta, hogy
lim
m→∞
(
1 +
k
m
)m
= ek
(1389/1). A ma´r eml´ıtett temesva´ri leve´l ha´romnegyed re´sze´ben a binomia´lis sor-
ro´l e´rtekezik. Doma´ldro´l 1844-ben tudatja apja´val, hogy
”
Az integra´lsza´mı´ta´sban
is to¨me´rdek u´j, ko¨nnyu˝, tiszta tanom van. . . ” [12, 151. old.]. Ke´ziratainak olda-
lain gyakran olvashatunk az anal´ızissel kapcsolatos kijelente´seket:
”
. . . dere´k tanok
mellett. . . hiba volt az integra´ltanban is nagyon sok.” (194/5) vagy
”
. . . az integra´l-
sza´mı´ta´sban to¨bbet, kimer´ıto˝bbet sza´ndokolok adni. . . ” (1032/13v).
Sze´na´ssy Barna doktori disszerta´cio´ja´ban [23] ma´r 1937-ben ra´mutatott
Bolyai Farkas infinite´zima´lis gondolataira, majd ke´so˝bb ezekro˝l a ra´ jellemzo˝ ala-
pos, re´szletes besza´molo´kat ko¨zo¨lt nevezetes ke´t ko¨nyve´ben [24, 150–155. old.] e´s
[25, 139–144. old.]. A tanulma´nyokat Bolyai Farkas ko¨nyvei [2, 3, 4] alapja´n ı´rta.
Amint Sze´na´ssy mega´llap´ıtja Bolyai Farkas eredeti kutata´sai az anal´ızis tere´n fo˝ke´p-
pen a ve´gtelen sorok konvergencia´ja´val kapcsolatosak. Sze´na´ssy nem olvas(hat)ta
Bolyai Farkas e´s Bolyai Ja´nos ke´ziratait. Tala´n ez lehet az oka annak, hogy disszer-
ta´cio´ja´nak 7. oldala´n megjegyzi:
”
Bolyai valo´sz´ınu˝leg nem ismerte Cauchyt, kinek
neve´t meg nem eml´ıti mu˝veiben”. U´gy gondoljuk, hogy Sze´na´ssy Barna´nak ezt a
mondata´t kiege´sz´ıthetju¨k, pontos´ıthatjuk. Bolyai Ja´nos ke´zirataiban sza´mos alka-
lommal eml´ıti Cauchy neve´t, to¨bbek ko¨zo¨tt apja´hoz 1844-ben ı´rt egyik levele´ben is
[12, 152. old.]. De Cauchy neve Ettingshausen ko¨nyve´ben is elo˝fordul [9, 165. old.],
ezt a ko¨nyvet viszont Farkas is ismerte. A [4, 175. old.]-ben ı´gy ı´r:
”
. . . ne´zze a ta-
nulo´ a dere´k Ettingshausent.”.
A Bolyaiak ismerte´k egyma´s munka´it, s az anal´ızissel foglalkozo´ ı´ra´saikban is
to¨bb ko¨zo¨s proble´ma´val foglalkoztak. Bolyai Ja´nos sza´mos esetben hivatkozik apja´-
nak a Tentamenben ko¨zo¨lt eredme´nyeire. Pe´lda´ul:
”
a mind egyjegyu˝ ı´zekbo˝l [tagok-
bo´l] a´llo´ sor m-edik ı´ze = um s n ba´rmely nagy pozit´ıv sza´m, me´g ha m
num → 0 is,
abbo´l sem ko¨vetkezik az, hogy a sor ve´ghata´ros [konvergens]. Az Olivier2 ismerteto˝
jele [krite´riuma] conversa´ja [ford´ıtottja] elsietett s hamis le´ve´n a Tentamen 1. da-
2Ki volt Olivier? Benko˝ Samu [6, 311. old.] azt ı´rja, hogy Olivier August (1829–1876) sva´jci
matematikus. O˝ azonban nem lehet, mert Bolyai Farkas 1848. janua´r 18-a´n azt ı´rja Gaussnak:
”
Mintegy 17 e´vvel ezelo˝tt ku¨ldo¨tt nekem egy volt tan´ıtva´nyom Be´csbo˝l (valo´sz´ınu˝leg Ettingshausen
no¨vende´keke´nt) egy ce´dula´t ezzel a fel´ıra´ssal: A sorok konvergencia´ja´nak Olivier a´ltal u´jonnan
felfedezett krite´riuma” [6, 202–203. old.]. Teha´t Bolyai 1831-ben kapta a ce´dula´t, akkor az eml´ıtett
Olivier August 2 e´ves volt. 1843-ban is [4, 375. old.] azt ı´rja Bolyai Farkas, hogy Olivier krite´riuma´t
”
egy hajdani kedves tan´ıtva´nyom Be´csbo˝l ı´rta volt, azo´ta sehol eml´ıtve nem tala´ltam, de Burg
Matematika´ja´ban (melyet maga´t me´g nem la´ttam) meg van mutatva” (Burg, A. [6, 305. old.])
Ma´sik helyen [4, 379. old.]:
”
megkapva´n a Burg ko¨nyve´t. . . ”. Sain Ma´rton
”
Nincs kira´lyi u´t!”
c. ko¨nyve´nek 705. e´s 827. oldala´n szerepel Olivier, Theodore (1793–1853), akit Sain a sorok
elme´lete´vel foglalkozo´ matematikusok ko¨ze´ sorol. A ’Lexikon bedeutender Mathematiker’ szerint
Th. Olivier geome´ter volt. A´bra´zolo´ geometriai ko¨nyvet ı´rt. Ezt ı´rja Florian Cajori is [8, 296. old.].
K. Knopp [13, 175. old.] egyik la´bjegyzete´ben Olivier L.-ro˝l ı´r, aki a Crelle-fe´le folyo´irat 1827.
Bd. 2., S. 34-ben ko¨zo¨lte a krite´riuma´t. Sze´na´ssy is L. Olivier-t ı´r [23, 23. old.], valo´sz´ınu˝leg
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rabja [I. ko¨tete] 308. lapja´n, mint Atya´m is megmutatta rakva´n elme´sen oly sort
o¨ssze, hol a sor tagjai a 0-hoz tartanak, de a sor o¨sszege →∞.” (711/1)
A Tentamen I. 308. oldala´n valo´ban megtala´ljuk az
”
elme´sen” o¨sszerakott sort,
ez pedig az
(1) 1 +
1
2
+
1
3
+ . . .
vagyis a harmonikus sor. A sor divergencia´ja´nak bizony´ıta´sa´t a Tentamen I. 152–
153. oldala´n ve´gzi el Bolyai Farkas.
Bolyai Ja´nos apja´to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ mo´don bizony´ıtja be ugyanezt a ko¨vetkezo˝
gondolatmenettel (26/8): ha (1) konvergens, azaz
1 +
1
2
+
1
3
+ . . . = s
lenne, akkor
1 +
1
3
+
1
5
+ . . .+
1
2
+
1
4
+ . . . = 1 +
1
3
+
1
5
+ . . .+
1
2
(
1 +
1
2
+
1
3
+ . . .
)
=(2)
= 1 +
1
3
+
1
5
+ . . .+
1
2
s = s
alapja´n
1 +
1
3
+
1
5
+ . . . =
1
2
s =
1
2
+
1
4
+
1
6
+ . . .
ado´dik, ami lehetetlen, mert ha tagonke´nt o¨sszehasonl´ıtjuk az o¨sszegeket
1 >
1
2
,
1
3
>
1
4
,
1
5
>
1
6
, . . .
a bal oldalon le´vo˝k mind nagyobbak, mint a jobb oldalon le´vo˝k. E´rdemes ezt o¨ssze-
vetni a [19, 21–23. old.]-ben tala´lhato´ bizony´ıta´ssal. La´tjuk, hogy Bolyai
”
megtaka-
r´ıtja” a (2)-beli felbonta´s jogossa´ga´nak indokla´sa´t.
Jo´l ismert te´ny, hogy a harmonikus sorro´l Nicole Oresme (1323–1382) bizo-
ny´ıtotta be elo˝szo¨r, hogy divergens. A Bolyaiak is tudta´k ezt. Valo´sz´ınu˝leg Mon-
tucla [18] ko¨nyve´bo˝l, amelyet mindketten olvastak (Montucla Oresmet ko¨nyve´nek
II. ko¨tete´ben a 663. oldalon eml´ıti), de ege´szen biztosan Gauss e´s Ettingshausen
ko¨nyveiben is olvasta´k ugyanezt.
Sze´na´ssy Barna megjegyzi [25, 141. old.], hogy Bolyai Farkas
”
mind az Olivier
– mind a Burg-krite´rium nem elegendo˝ volta´nak igazola´sa´ra ellenpe´ldake´nt eml´ıti a
ve´gtelen sorok to¨rte´nete´ben fontos szerepet ja´tszo´
(3)
∑ 1
n log n
Knopp alapja´n. E´s valo´ban o˝ az, Louis Olivier, egy a szeme´lye´ben ma is kutatott matematikus
(l. H.K. Sørensen (2006), Louis Olivier: A Mathematician Only Known Through his Publications
in Crelle’s Journal During the 1820s, Centaurus 48(3), pp. 201–231.).
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divergens Abel-fe´le sort. Nem tudjuk nyomon ko¨vetni, hogy Bolyai o¨na´llo´an bukkant-
e erre az ellenpe´lda´ra?” Bolyai Farkas ke´ziratos hagyate´ka´ban szerepel egy o¨ssze-
fu¨ggo˝ 9 oldalas tanulma´ny (BF 52/1-5) sorok konvergenciakrite´riumairo´l
”
Egy kis
e´rtekezet Felso˝bb Rendeletre” c´ımmel. A harmonikus sorra vonatkozo´ pe´lda ott is
szerepel, ma´s pl. a Montucla-krite´riummal egyu¨tt.
Sze´na´ssy a munka´ja´ban [25, 145. old.] szinte kiza´ro´lag a Tentamen 2. kiada´-
sa´ra [3] hivatkozik. Ku¨lo¨no¨s, hogy ebben a kiada´sban to¨bb olyan re´sz van, ami nincs
meg az elso˝ kiada´sban [2]. U´gy tu˝nik ezeket a 2. kiada´s sajto´ ala´ rendezo˝i a [4]-
bo˝l vette´k a´t, ui. Bolyai Farkas elismeri, hogy az uto´bbi
”
ko¨nyvben igen sok nincs
meg a Tentamenbo˝l, ba´r ne´mely jobban van. . . ” [4, 359. old.]. Bolyai Farkasna´l [4,
379. old.]-ben tala´ljuk meg a (3)-as pe´lda´t. Ez a munka 1843-ban jelent meg, Gauss
pedig a Bolyai Farkasnak 1848. a´prilis 20-i levele´ben eml´ıti a sort, teha´t hajlunk
afele´, hogy Bolyai Farkas o¨na´llo´an tala´lta. Ugyanakkor igazat kell adnunk a Tenta-
men 2. kiada´sa [2] sajto´ ala´ rendezo˝inek abban, hogy Bolyai Farkas nem ismerhette
Abelnek a Crelle Journalban 1828-ban megjelent cikke´t [1]. Hisz az Olivier-fe´le kri-
te´riumro´l is egyik Be´csben tanulo´ dia´kja (valo´sz´ınu˝leg Jakab Lajos) ta´je´koztatta
[6, 202–203. old.]; [4, 375. old.] o˝t. A Crelle folyo´iratro´l Bolyai Ja´nos sza´mos ke´z-
irata´n szo´l (332/5, 456/6,. . . ), egyik 1855-ben apja´nak ı´rt levele´ben is megeml´ıti
[12, 181. old.]. Teha´t Farkas is hallott ro´la, a´m matematikai ı´ra´saiban a folyo´irat
c´ıme´t sehol sem tala´ltuk meg3. A Teleki Te´ka´ban sincsenek meg a Crelle sza´mai.
Amint sikeru¨lt kimutatnunk [12, 67–68. old.] Bolyai Ja´nos is a Crelle folyo´iratnak
csak az 1831 e´s 1832-es sza´maibo´l kapott parancsnoka´to´l
”
a dere´k” Zittato´l ko¨l-
cso¨nbe. Az 1820-as e´vfolyamokbo´l nem la´ttak a Bolyaiak. A Burg krite´riumro´l sem
a publika´cio´bo´l, hanem Burg ko¨nyve´bo˝l szerzett tudoma´st [4, 379. old.].
Azt, hogy Bolyai Ja´nos ke´ziratai anal´ızis ta´rgyu´ feljegyze´seket is tartalmaznak,
ma´r az 1872. ma´rcius 17-e´n keltezett e´s Ko˝nig Gyula, Ve´sz Ja´nos A´rmin, Hunyady
Jeno˝ a´ltal elke´sz´ıtett Akade´miai Bizottsa´gi jelente´s is jelzi [16, RAL 1249/1872].
A bizottsa´g tagjai e´szrevette´k a sorok- e´s integra´lokkal kapcsolatos ı´ra´sokat (ku¨lo¨-
no¨s, hogy nem tu˝ntek fel sza´mukra a sza´melme´leti e´s algebrai jegyzetek, igaz, hogy
”
Nyelv e´s ı´ra´si nehe´zse´gek miatt a bizottsa´g eddig me´g nem volt ke´pes az o¨sszes
ke´ziratot a´ttanulma´nyozni.”) Bolyai szu¨lete´se´nek 100. e´vfordulo´ja alkalma´val Ko-
lozsva´rott 1903. janua´r 15-e´n rendezett u¨le´sen pedig Schlesinger Lajos emle´kbesze´-
de´ben megjegyzi, hogy
”
Bolyai Ja´nos azt az integra´lt, melyre a tetrae´der ko¨bo¨s´ıte´se
vezet, elemi fu¨ggve´nyekkel igyekszik kifejezni.”
A Bolyai Ja´nos ke´zirataiban tala´lhato´ anal´ızis ta´rgyu´ feljegyze´sek fo˝ke´ppen
az integra´lok e´s a ve´gtelen sorok elme´lete´hez fu˝zo˝dnek. Leggyakrabban az ellipti-
kus integra´llal az
∫ ln (1+x)
x dx,
∫
xm(1− xa)n dx, ∫ xa−1
1−xb dx t´ıpusu´ integra´lokkal,
tova´bba´ a hipergeometrikus e´s ma´s sorokkal foglalkozik. I´ra´saiban a´llando´an hi-
vatkozik Vega [26], Lacroix [14], Euler [10], Lagrange [15], Gauss [11] e´s Ettings-
3Szily Ka´lma´n (1884)
”
Adatok Bolyai Farkas e´letrajza´hoz” c. dolgozata´ban viszont megeml´ıti,
hogy 1855-ben Bolyai Farkas levelet ı´rt gr. Teleki Ferencnek, melyben to˝le, ha megvan, a Crelle
Journal 10-ik e´s 19-ik ko¨tete´t ro¨vid haszna´latra ke´ri:
”
Ha Ngodnak ja´r Crells Journal: me´ltoz-
tasse´k ro¨vid ido˝re beku¨ldeni a 10. e´s 19. bandot.”. A leve´l teljes terjdelme´ben elolvashato´ Szily
dolgozata´nak C melle´kleteke´nt.
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hausen [9] mu˝veire. Sajnos bizony´ıta´sait nem mindig fejezi be, sza´mos alkalommal
megele´gszik egy-egy odavetett gondolattal, pro´ba´lkoza´ssal.
Az elliptikus integra´lok nagy gondot okoztak Bolyai Ja´nosnak. Volt ido˝ ami-
kor u´gy gondolta, hogy a feladat megolda´sa sikeru¨lni fog. Magabiztosan ı´r erro˝l
(1361/1, 1v, 2):
”
Jelen feladat megfejte´se is a Nagy La Grange a Theorie des. . . -
ban e´s ma´sok, so˝t maga Gauss a´ltal is lehetetlennek a´ll´ıttatott. . . Gauss is e ta´rgyra
a ve´gtelen sorokra utas´ıtott. . . noha egy nagyon csinos e´s eredeti mo´dja´t az ellipszis
hossza a´ltala´nos meghata´roza´sa´nak kulcsa´t ala´bb ke´zbes´ıtendem. La Grange egy mu˝-
ve´nek u´gy la´ttam ily c´ıme´t: Integration. . . de melyet maga´t nem kaphattam meg s
nem is tudhatni a c´ımbo˝l, hogy mi mo´don s mennyiben viszi ve´ghez ezen integra´la´st.
Ezen okbo´l. . . me´lta´n reme´lhetni miszerint a ko¨vetkezo˝ egyszeru˝ e´s csinos a´ltalam
megada´sa mo´dja ezen integra´lnak a sze´lesebb e´rtelemben nagyon helyesen az al-
gebrai fu¨ggv.hez sza´mı´thato´ [ha´tra´bb megjegyzi, hogy a Nagy Euler ı´te´lete szerint
is], trigonometrikus fu¨ggve´nyek algebrai fu¨ggve´nyei a´ltal a to¨ke´lyt kedvelo˝ Tisztelt
Olvaso´ elo˝tt nem lesznek unalmasak. . . , melynek elo˝ada´sa´hoz ro¨gto¨n hozza´fogok.
Ha a az ellipszis fe´l nagytengelye, b a fe´l kistengelye. . . , akkor ismereteske´ppen
egy ı´ve´nek hossza
(4) z =
∫ √
a2 − c2x2
a2 − x2 dx
e´s ugyanilyen lesz a hiperbola ı´ve´nek ke´plete. . .
Ezen oly h´ıres u´gynevezett integrale ellipticumnak leheto˝ egyszeru˝ kifejeze´se´to˝l
fu¨gg a jelen feladat megfejte´se.”
A tova´bbiakban a = 1-et ve´ve –
”
mi az a´ltala´nossa´g minden cso¨kkene´se ne´lku¨l
megeshetik” – az
x =
√
a+ bt+ ct2
p+ qt+ rt2
helyettes´ıte´ssel pro´ba´lkozik e´s igen bonyolult kifejeze´sekhez jut.
Bolyai Ja´nos ke´ziratainak me´g sza´mos oldala´n (pl. 165/6, 19; 226/1; 544/20,
22; 536/11, 14v, 18v) megtala´ljuk az elliptikus integra´l kisza´mı´ta´sa´val valo´
”
baj-
lo´da´sait”. A 26/8 oldalon pe´lda´ul ezt ı´rja:
”
az elliptikus integra´l megada´sa´t sor
o¨sszegze´se a´ltal is jo´ lesz megk´ıse´rteni.”Pro´ba´lkoza´sai nem hoztak sok sikert, mert
egy 1853-as e´vsza´mot viselo˝ pap´ırlapon (1373/9v) me´g mindig azt ı´rja:
”
a (4)-et
meg kell k´ıse´rteni helyettes´ıte´ssel”.
Mivel ismeri az ln (1+x) sorba fejte´se´t, ha x ∈ [−1,1], azonnal fel´ırja (143/4) az∫
ln (1 + x)
x
dx = x− x
2
22
+
x3
32
− . . .+ C
e´rte´ke´t, ba´r egy alkalommal (137/9) az
x =
a+ bz
c+ dz
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va´ltozo´csere´vel is pro´ba´lkozik.
Az Euler-fe´le
∫ 1
0
xm(1− xn)p dx (1399/2v; 1270/5, 5v) e´s ∫ xme−x dx (400/6)
integra´lokkal Vega [26, 557. old.] e´s Ettingshausen [9, 351. old.] ko¨nyve´ben tala´l-
kozott, amint ezt pontosan meg is jegyzi. Exponencia´lis fu¨ggve´nyek integra´ljaival
Bolyai Farkas ke´zirataiban is tala´lkozunk, a (BF 101/1) jelzetu˝ lapon Laplace neve
mellett az ∫ ∫ ∞
0
e−s(1+x
n) ds dx
kisza´mı´ta´sakor. Bolyai Farkas itt felhaszna´lva, hogy∫ ∞
0
e−s(1+x
n) ds =
1
1 + xn
kapja, hogy ∫ ∞
0
dx
∫ ∞
0
e−s(1+x
n) ds =
∫ ∞
0
dx
1 + xn
=
π
n sin pin
.
Bolyai Ja´nosna´l ke´t helyen (446/11v, 794/4) is megtala´ljuk az ele´gge´ bonyolult∫
1 + 2q − q2
(1 + q2)
4
√
q(1− q2) dq
integra´lt azzal a megjegyze´sel, hogy
”
ezt tudom bizonyos mo´domon integra´lni – mit
ma´s nem tud”.
Megjegyzi (1243/1), hogy az∫
dx(√
a+
√
cx
)2 = − 1√ac+ cx + C
ke´pletro˝l
”
a sok e´rdemu˝ Ettingshausen a 343. lapon nem is a´lmodik. . . ”. Ez a ke´plet
valo´ban hia´nyzik az Ettingshausen a´ltal a [9, 342–344. old.]-ban felsorolt formula´k
ko¨zu¨l.
Az
(5)
∫
xa−1
1− xb dx
t´ıpusu´ integra´lokra ku¨lo¨nbo¨zo˝ sorok o¨sszege´nek meghata´roza´sakor bukkan Bolyai
Ja´nos. A ko¨vetkezo˝kben bemutatunk ne´ha´nyat ezek ko¨zu¨l az a´ltala vizsga´lt felada-
tok ko¨zu¨l.
1. A legegyszeru˝bb pe´lda (1227/7v; 1422/1): ha
u =
xa
a
+
xa+1
a+ 1
+
xa+2
a+ 2
+ . . . ,
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akkor
u′ = xa−1 + xa + . . . =
xa−1
1− x ,
de
xa−1
1− x = −x
a−2 − xa−3 − . . .− x− 1 + 1
1− x ,
teha´t
u = − x
a−1
a− 1 −
xa−2
a− 2 − . . .−
x2
2
− x− ln (1− x).
2. To¨bb oldalon megtala´ljuk Bolyai szerint
”
a Leibniz a´ltal fo¨ltala´lt” (a´m va-
lo´ja´ban ma´r a sko´t James Gregory (1638–1675) a´ltal is ismert [7])
π
4
= 1− 1
3
+
1
5
− 1
7
+ . . . = 2
(
1
1 · 3 +
1
5 · 7 +
1
9 · 11 + . . .
)
o¨sszeget. Ebbo˝l kiindulva megke´rdezi (1222/2), hogy mennyi
y =
x3
1 · 3 +
x7
5 · 7 +
x11
9 · 11 + . . . , ha |x| < 1.
E´szreveszi, hogy
xy′′ − y′
x2
=
1
1− x4
e´s ha y′ = p-t helyettes´ıt, akkor a
p′ − p
x
=
x
1− x4
differencia´legyenlethez jut, amelynek megolda´sa (itt [9, 382. old]-ra hivatkozik):
p = y′ = x
(
k +
∫
1
1− x4 dx
)
.
Innen pedig
y = k
x2
2
+
(
x2
8
− 1
8
)
ln
(
1 + x
1− x
)
+
(
x2
4
+
1
4
)
arctg (x) + C.
Bolyai megjegyze´se:
”
De ma´r itt az a baj, hogy mivel ha x = 0 u´gy y = 0 is s
k hata´rozatlan marad.”
3. Hasonlo´ mo´don az
y =
x
1 · 3 +
x5
5 · 7 +
x9
9 · 11 + . . .
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sor esete´n (1222/2v) kapja, hogy
p′ +
3
x
p =
1
x(1− x4) ,
amelynek megolda´sa
y = − k
2x2
+
(
1
8
− 1
8x2
)
ln
1 + x
1− x +
(
1
4x2
+
1
4
)
arctg (x) + C.
(Bolyaina´l 18 helyett
1
4 (ln elo˝tt) e´s
1
4 helyett
1
2 (arctg elo˝tt) van.)
4. Az
y =
xa
a(a+ 2)
+
xa+2m
(a+ 2m)(a+ 2m+ 2)
+
xa+4m
(a+ 4m)(a+ 4m+ 2)
+ . . .
sor esete´n (1222/3) a
p′ +
3
x
p =
xa−2
1− x2m
egyenlethez jutunk, amelynek megolda´sa
p =
1
x3
(
k +
∫
xa+1
1− x2m dx
)
.
Itt csak addig jut el, hogy
y = − k
2x2
− 1
2x2
∫
xa+1
1− x2m dx+
1
2
∫
xa−1
1− x2m dx.
Ezt ma´r nem folytatja az a´ltala´nos esetben, hanem csak az a = 1 e´s m = 4
e´rte´kekre oldja meg. Bonyolult ke´pletet kap.
5. Ha
y =
xa+b
a(a+ b)
+
xa+(m+1)b
(a+mb)
[
a+ (m+ 1)b
] + xa+(2m+1)b
(a+ 2mb)
[
a+ (2m+ 1)b
] + . . .+
+
xa+(nm+1)b
(a+ nmb)
[
a+ (nm+ 1)
] + . . . ,
(1222/4v) akkor a fentiek alapja´n (az y′ = p helyettes´ıte´ssel)
p′ +
1− b
x
p =
xa+b−2
1− xmb ,
amelynek megolda´sa
p = xb−1
(
k +
∫
xa−1
1− xmb dx
)
;
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y e´rte´ke´t ma´r nem sza´mı´tja ki.
6. Sza´mos alkalommal tala´lkozunk a ke´ziratokban (pe´lda´ul 652/7; 1201/7;
1296/1; 1404/1) az
u =
xa
a
+
xa+b
a+ b
+
xa+2b
a+ 2b
+ . . .+
xa+mb
a+mb
+ . . .
sorral (b = 1-re az 1. pe´lda´t kapjuk), ahol a e´s b pozit´ıv ege´sz sza´mok. Bolyai meg-
jegyzi (1404/1), hogy ez a sor minden |x| < 1-re konvergens, ha pedig b pa´ratlan,
akkor x = −1-re is. Sza´nde´kozik – mondja – a fenti sor o¨sszege´nek kisza´mı´ta´sa a
konvergencia esete´n. Az
u′ = xa−1 + xa−1+b + . . .
szinte´n konvergens sor, amelynek o¨sszege
xa−1
1− xb ,
teha´t
u =
∫
xa−1
1− xb dx.
De
xa−1
1− xb = −x
a−1−b − xa−1−2b − . . .− xa−1−nb + x
a−1−nb
1− xb .
Felte´telezzu¨k, hogy a−1 ≥ b e´s hogy a−1−nb ≥ 0, de ma´r a−1− (n+1)b < 0,
ekkor a− nb legala´bb 1, teha´t a− b, a− 2b, . . . , a− nb ko¨zu¨l egyik sem nulla.
Akkor
u = − x
a−b
a− b −
xa−2b
a− 2b − . . .−
xa−nb
a− nb −
∫
xa−1−nb
xb − 1 dx.
Ha a = sb, n = r − 1, akkor a− 1− nb = a− 1− (r − 1)b = b− 1, e´s∫
xa−1−nb
1− xb dx =
∫
xb−1
1− xb dx = −
1
b
ln (1− xb) + C.
Ha b > 2, akkor xb − 1 = (x− 1)(x− r)(x− r2) . . . (x− rb−1), rb = 1, 1 + r +
r2 + . . .+ rb−1 = 0, itt Gauss Disq. ar. mu˝ve´re hivatkozik; s az x
a−1−nb
xb−1 b re´szto¨rtre
valo´ bonta´sa´ban az x− rq nevezo˝ju˝ to¨rtho¨z tartozo´ sza´mla´lo´ rqab , s ı´gy
−x
a−1−nb
xb − 1 =
1
b
[
1
1− x +
ra
r − x +
r2a
r2 − x + . . .+
r(b−1)a
rb−1 − x
]
e´s
u = − x
a−b
a− b −
xa−2b
a− 2b − . . .−
xa−nb
a− nb −
− 1
b
[
ln (1− x) + ra ln (r − x) + r2a ln (r2 − x) + . . .+ r(b−1)a ln (rb−1 − x)] .
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7. Bolyai Ja´nos pro´ba´lkozik az ∫
axdx
x
kisza´mı´ta´sa´val, amelyro˝l megjegyzi (704/6), hogy
”
. . . eddig a matematikusok a tri-
gonometrikus fu¨ggve´nyek a´ltal, algebrailag ugyan kitehetetlennek [megoldhatatlan-
nak] tartotta´k”. Elo˝szo¨r∫
ax dx
xm
= − a
x
(m− 1)xm−1 +
ln a
m− 1
∫
ax dx
xm−1
-et
sza´mı´tja ki, de nem folytatja tova´bb. A feladatot minden bizonnyal Lacroix [14,
275–277. old.] ko¨nyve´ben la´tta. Ugyanitt megjegyzi, hogy
”
az
∫ ln (1−x)
xm dx integra´lt
azonnal meg lehet adni = x
1−m
1−m ln (1− x) + 11−m
∫
1
xm(1−x) dx . . .
Gauss
1 +
αβ
1 · γ x+
α(α+ 1)β(β + 1)
1 · 2 · γ(γ + 1) x
2 + . . .
hipergeometrikus sora´t is to¨bb helyen (1336/1; 375/11) emlegeti.
”
Nagyon elme´s-
nek”,
”
fe´nyes tala´lma´nynak” nevezi. Nem foglalkozik re´szletesen a sorral, mivel
– amint megjegyzi – azt Ettingshausen kimer´ıto˝en ta´rgyalja [9, 56. old.]
Ve´gu¨l megeml´ıtju¨k ne´ha´ny, a ta´rgyhoz tartozo´ fogalomnak a Bolyai Ja´nos-
fe´le elneveze´se´t: integra´l (o¨so¨ny), konvergens (ve´ghata´ros), jele ∧ (Bolyai Farkas
”
ko¨zel´ıto˝nek” mondja), divergens (sze´tfuto´), jele ∨, krite´rium (ismerteto˝ jel), el-
lipszis (kis nyomko¨r vagy kerekde´k), hiperbola (fut-ko¨r vagy mentele´k), parabola
(nyu´l-ko¨r), abszcissza (al-u´t), ordina´ta (fo˝-u´t), fo´kuszta´volsa´g (gyu´pont-ta´v vagy
kificamodva´ny) trigonometrikus fu¨ggve´ny (ko¨r-fu¨ggo¨ny), tag (´ız). (Bolyai Farkas a
hata´re´rte´kre haszna´lja a sze´jbecs kifejeze´st is.)
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Eleme´r Kiss and Ga´bor Pe´ter Szabo´: Abstract – The problems of the
mathematical analysis in the manuscript heritage of the two Bolyais
The paper presents some studies of the two Bolyais in the mathematical analysis.
The problems arise from their manuscripts and related to the infinite series, elliptic
integrals and differential equations. They often refer to the results of Vega, Lacroix,
Euler, Lagrange, Gauss and Ettingshausen.
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BOLYAI FARKAS SORELME´LETI
VIZSGA´LATAIRO´L E´S A HOZZA´
KAPCSOLO´DO´ FEJLEME´NYEKRO˝L
SA´NDOR JO´ZSEF, OLA´H-GA´L RO´BERT
1. Bevezete´s
Bolyai Farkas matematikai teve´kenyse´ge´nek e´rdekes e´s hasznos re´sze az, amely
a ve´gtelen sorokkal foglalkozik. Ko¨nyveinek ezen ke´rde´seket vizsga´lo´ re´szeibo˝l is
kitu˝nik kritikai e´rze´ke e´s a ve´gtelen ira´nti vonzalma.
Ve´gtelen sorok e´s velu¨k kapcsolatban o¨sszegu¨k proble´ma´i ma´r a go¨ro¨go¨kne´l is
felveto˝dtek, de a va´laszok to¨bb mint ke´t e´vezreden a´t sokszor pontatlanok vagy
te´vesek voltak. Ennek az a magyara´zata, hogy me´g hia´nyzott a ve´gtelen sorok
konvergencia´ja´nak ma elfogadott e´rtelmeze´se. A ve´gtelen sorok konvergencia´ja´nak
e´rtelmeze´se egyido˝s a hata´re´rte´k Bolzano (1817) e´s Cauchy (1821) a´ltal adott defin´ı-
cio´ja´val, valamint Abel (1826) egyik e´rtekeze´se´nek a megjelene´se´vel. Cauchy e´s Abel
hosszu´ te´pelo˝de´s uta´n bara´tkozott meg azzal a gondolattal, hogy a re´szleto¨sszegek
sorozata´nak hata´re´rte´ke´t tekintse´k egy ve´gtelen sor
”
o¨sszege´nek”. Elgondola´sukat
csak hosszabb ido˝ mu´lta´n fogadta´k el.
Bolyai Farkas ha´tramaradt ı´ra´saiban e´s ko¨nyveiben fo˝leg pozit´ıv tagu´ sorok-
kal foglalkozott. Amint Sze´na´ssy Barna felh´ıvja figyelmu¨nket [33], haba´r Bolyai
Farkas Tentamenje´nek elso˝ kiada´sa´ban (1832–1833) to¨bb helyen is szerepelnek
ve´gtelen sorok, az e´rte´kes gondolatok to¨bbse´ge´t azonban az
”
Errata” tartalmazza.
Az Errataban levo˝ jav´ıta´sokat e´s kiege´sz´ıte´seket Bolyai Farkas folyamatosan tette
ko¨zze´ 1844-ig, e´s csatolta a Tentamenhez, o¨sszesen 50 oldal terjedelemben. A Ten-
tamen ma´sodik kiada´sa alkalma´val a szerkeszto˝k kihagyta´k az elso˝ kiada´s hiba´s
re´szeit (Bolyai Errata´ja alapja´n), ugyanakkor a megfelelo˝ helyre beillesztette´k a
kiigaz´ıta´sokat, e´s a Bolyai a´ltal folyamatosan ko¨zo¨lt u´jabb eredme´nyeket.
Bolyai Farkas ismerte a harmonikus soroknak N. Oresme-fe´le (1323–1382) di-
vergenciabizony´ıta´sa´t. Olvashatta Montucla ko¨nyve´bo˝l [19], de Kiss Eleme´r szerint
[16] tala´lkozott vele Gauss e´s Ettigshausen mu˝veiben is [12]. Egyik Be´csben tanulo´
dia´kja re´ve´n ta´je´kozo´dott L. Olivier [21] krite´riuma´ro´l, mı´g A. Burg [9] osztra´k
matematikus krite´riuma´ro´l, ahogy ı´rja az
”
Arithmetica eleje” bo˝v´ıtett (1843) ki-
ada´sa´ban, annak ko¨nyve´bo˝l e´rtesu¨lt. Bolyai Tentamenje´ben tala´lhato´ J. Montucla
krite´riuma´nak kritika´ja is.
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A tova´bbiakban ce´lunk lesz ko¨zelebbro˝l megvizsga´lni ezeket a krite´riumokat is.
Bolyai Farkas ke´t legfontosabb eredme´nye a sorok elme´lete´ben az u´n.
”
logarit-
mikus ska´la” felfedeze´se, illetve egy, a
”
Raabe-krite´rium”-mal ekvivalens krite´rium
bizony´ıta´sa.
A logaritmikus ska´la, melyet A. de Morgannak tulajdon´ıtanak [20] (e´s ke´so˝bb
O. Bonnet e´s J. Bertrand is felfedezett (la´sd [8], [17])), azt a´ll´ıtja, hogy aszerint,
hogy konvergens vagy divergens az a sor, melynek a´ltala´nos tagja 1na , ugyanazon a
esete´ben konvergens vagy divergens az a sor is, melynek a´ltala´nos tagja 1nla , vagy
1
n·l·la1 , vagy a´ltala´nosabban
1
n·l·l1·l2···lat , ahol l = log n, l1 = log l, . . . , lt = log lt−1,
e´s lt egyne´l nem kisebb
1.
Bolyai Farkas legfontosabb konvergenciakrite´riuma´ra Sze´na´ssy Barna [33]
h´ıvta fel a figyelmet. Ez a krite´rium ı´gy szo´l: jelo¨lje az n−mn alaku´ to¨rt azt a te´nye-
zo˝t, amelyre an−1 · n−mn = an. Ebbo˝l: m = n− n anan−1 . Ekkor
1. Ha ∃ k > 1 : m ≥ k, akkor a sor konvergens;
2. Ha m ≤ 1, akkor a sor divergens;
3. Ha m > 1, de limn→∞m = 1, akkor a sor viselkede´se´ro˝l semmit nem mondha-
tunk. Kis a´ltala´nos´ıta´ssal la´thato´, hogy ez a krite´rium a Raabe-fe´le krite´rium-
mal ekvivalens ([23]), azaz,
ha n( anan+1 − 1) ≥ k > 1, akkor a sor konvergens;
ha n( anan+1 − 1) ≤ 1, a sor divergens.
Sze´na´ssy Barna szerint indokolt lenne erre a krite´riumra a
”
Raabe–Bolyai-
krite´rium” vagy
”
Raabe–Bolyai Farkas” elneveze´s. Megjegyezzu¨k, hogy a Raabe-
krite´riumot nagyon sok helyen
”
Raabe–Duhamel” krite´riumke´nt is ismerik.
2. Az Olivier, Burg e´s Montucla krite´riumokro´l
A ve´gtelen sorokra vonatkozik L. Olivier ala´bbi krite´riuma [21]:
1. a´ll´ıta´s (Olivier). Legyen an > 0, szigoru´an cso¨kkeno˝ sorozat. Ekkor
∑
n≥1 an
sor pontosan akkor konvergens, ha
(1) lim
n→∞
nan = 0.
Hogy ebbo˝l az (1)-es felte´telbo˝l nem ko¨vetkezik a sor konvergencia´ja, Bolyai
Farkas a
∑
n≥2
1
n logn sor pe´lda´ja´val mutatta ki. Valo´sz´ınu˝leg Bolyai Farkas nem
ismerte Abelnek 1828-ban megjelent cikke´t [1], ahol a fenti divergens sorral is fog-
lalkozik. Amint Kiss Eleme´r megjegyzi [16], ezt a sort ma´r 1843-ban megtala´ljuk
Bolyai Farkasna´l, pedig Gauss, 1848. a´prilis 20-a´n ı´rott levele´ben eml´ıti neki ezt a
1Nemre´g Sa´ndor Jo´zsef e´s Henrig Krag Sørensen felfedezte´k, hogy a logaritmikus ska´la le´nye-
ge´ben ma´r megtala´lhato´ Abel ke´zirataiban J. Sa´ndor and H. K. Sørensen, On an unpublished
convergence criterion of N. H. Abel, Octogon Math. Mag., 15 (2007), no. 1, 164–167.
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sort. Haba´r, Sze´na´ssy Barna szerint [33]
”
. . . teljesen bizonyossa´ggal ugyanis nem
ismertek az o¨sszes olyan sza´lak, amelyek Bolyait a ku¨lfo¨ld tudoma´nyos ko¨reivel
o¨sszekapcsolta´k”, me´gis
”
. . . nem vethetju¨k el Bolyai Farkas o¨na´llo´sa´ga´t” (Kiss Ele-
me´r [16]).
A Burg-krite´rium elso˝ megfogalmaza´sa az ala´bbi [9]:
2. a´ll´ıta´s (Burg). Legyen an > 0, szigoru´an cso¨kkeno˝. Ekkor
∑
n≥1 an pontosan
akkor konvergens, ha
(2) lim
n→∞
anan+1
an − an+1 = 0.
Ebben az esetben is an =
1
n logn va´laszta´ssal mutatta ki Bolyai Farkas (2) nem
elegendo˝ volta´t a sor konvergencia´ja´ra.
Bolyai Tentamenje´ben megeml´ıti me´g az ala´bbi, Montucla
”
krite´riumot”,
amelyro˝l Sze´na´ssy Barna ezt ı´rja:
”
egye´bke´nt az irodalomban alig tala´lhato´. . . ”.
(Ezt Luciano Floridi olasz matematikato¨rte´ne´sz is ala´ta´masztja, aki jo´l ismeri Mon-
tucla e´lete´t e´s munka´ssa´ga´t [14].)
3. a´ll´ıta´s (Montucla). Legyen an > 0, szigoru´an cso¨kkeno˝. Ekkor
∑
n≥1 an akkor
e´s csak akkor konvergens, ha
(3)
an(an+1 − an+2)
an − an+1 > an+2
(vagy ma´ske´ppen mondva: ba´rmely ha´rom, egyma´s uta´ni a, b, c tagja´ra igaz a
ko¨vetkezo˝ egyenlo˝tlense´g: a(b−c)a−b > c).
Bolyai Farkas az an =
n−1
2 +
n−2
22 + . . .+
n−(n−1)
2n−1 pe´lda seg´ıtse´ge´vel mutatja
ki, hogy haba´r (3) teljesu¨l, a sor divergens.
Montucla e´lete´ro˝l e´s munka´ssa´ga´ro´l la´sd [28], jelenlegi renesza´nsza´ro´l pedig
la´sd a [32] e´s [14] munka´kat.
Ve´gu¨l me´g megeml´ıtu¨nk egy krite´riumot, melyet Bolyai Ja´nos ke´ziratai ko¨-
zo¨tt fedeztu¨nk fel nemre´g. Ez a
”
BJ-299/1v” ke´zirat, amelynek valo´sz´ınu˝leg Bolyai
Farkas ke´ziratai ko¨ze´ kellene keru¨lnie. Ebbo˝l a ke´ziratbo´l tudjuk meg, hogy Sza´sz
Ka´roly az ala´bbi krite´riumot tala´lta:
4. a´ll´ıta´s (Sza´sz). Ha an > 0, szigoru´an no¨vekvo˝, akkor
∑
n≥1
1
an
akkor e´s csakis
akkor konvergens, ha
(4) lim
n→∞
(an+1 − an) = +∞.
Valo´ja´ban (amint Bolyai Farkas is megjegyzi fenti ı´ra´sa´ban) ez a krite´rium
ekvivalens a
”
Burg-krite´riummal”. Valo´ban, legyen an =
1
bn
, ahol (bn) szigoru´an
no¨vekvo˝. Ekkor an+1 − an = bn−bn+1bnbn+1 , e´s ha (4) teljesu¨l, akkor ko¨nnyen la´thato´,
hogy (2) is igaz. Ford´ıtva, (2)-bo˝l ko¨vetkezik (4). Eze´rt a 4. a´ll´ıta´st Burg–Sza´sz-
krite´riumke´nt is eml´ıthetju¨k.
20
3. Olivier krite´riuma´ro´l
Az 1. a´ll´ıta´s helyett az ala´bbi a´ll´ıta´s e´rve´nyes:
1. te´tel (Olivier). Ha an > 0, (an) szigoru´an cso¨kkeno˝, e´s
∑
n≥1 an konvergens,
akkor (1) igaz.
Ennek a te´telnek legismertebb bizony´ıta´sa a marade´ksorozat vizsga´lata´val to¨r-
te´nik. Vannak azonban terme´szetesebb, de keve´sbe´ vagy egya´ltala´n nem ko¨zismert
bizony´ıta´sok is.
1. bizony´ıta´s. (Knopp [18]) Legyen sn = a1 + a2 + . . .+ an. Mivel (an) cso¨kkeno˝,
u´gy na2n ≤ an+1 + . . .+ a2n = s2n − sn. Teha´t 2na2n ≤ 2(s2n − sn), e´s mivel a sor
konvergens, limn→∞ s2n = limn→∞ sn = 0, azaz
(5) lim
n→∞
2na2n = 0.
Ma´sfelo˝l, hasonlo´an okoskodva, (n+1)a2n+1 ≤ an+1+ . . .+a2n+1 = s2n+1−sn,
teha´t (2n+1)a2n+1+a2n+1 ≤ 2(s2n+1− sn)→ 0, ha n→∞. Mivel a2n+1 → 0, u´gy
kapjuk, hogy
(6) lim
n→∞
(2n+ 1)a2n+1 = 0.
(5) e´s (6) alapja´n ma´rmost ado´dik (1).
2. bizony´ıta´s (Cesa`ro [8], [11]). Alkalmazzuk a
”
Stolz–Cesa`ro”hata´re´rte´ksza´mı´ta´si
krite´riumot:
Ha yn > 0, (yn) szigoru´an no¨vekvo˝, yn →∞ (n→∞) e´s limn→∞ xn+1−xnyn+1−yn = l,
akkor
(7) lim
n→∞
xn
yn
= l
tetszo˝leges (xn), (yn) valo´s sza´msorozatokra, ahol l ∈ R = R ∪ {±∞}.
Legyen most
(8) xn =
sn
an
− n, yn = 1
an
,
ahol sn = a1 + a2 + . . .+ an. Mivel a sor konvergens, e´s (an) szigoru´an cso¨kkeno˝,
u´gy yn ր∞ (n→∞).
Tova´bba´
(9)
xn+1 − xn
yn+1 − yn = sn,
xn
yn
= sn − nan.
Mivel sn → s (ve´ges), u´gy (7) alapja´n (sn − nan)→ s, azaz nan → 0, vagyis
(1) e´rve´nyes.
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1. megjegyze´s. Cesa`ro (vagy Stolz–Cesa`ro) te´tele´nek a´ltala´nos´ıta´sa´ro´l la´sd [30].
3. Bizony´ıta´s. Az 1. te´tel ko¨vetkezik egyes ma´s, ismert krite´riumokbo´l is. Pe´l-
da´ul,
”
Cauchy kondenza´cio´s krite´riuma” szerint ([8], [17], [18], [4]) ha an > 0, szi-
goru´an cso¨kkeno˝, akkor
∑
n≥1 an e´s
∑
n≥1 2
na2n ekvikonvergensek. Most az elso˝
sor konvergens, u´gy a ma´sodik is az. Jo´l ismert azonban, hogy ekkor 2na2n →
0, ha n→∞. Innen ma´r ko¨vetkezik (1) is, hiszen (an) szigoru´an cso¨kkeno˝ le´-
ve´n, ve´ve a 2k ≤ n < 2k+1 intervallumot, ko¨vetkezik, hogy a2k ≥ an > a2k+1 , azaz
2ka2k ≥ 2kan > 2ka2k+1 e´s 2kan ≤ nan, de 2kan > 12nan, u´gyhogy mindenke´ppen,
ha k →∞, akkor n→∞ e´s nan → 0.
Olivier krite´riuma´ro´l e´s ne´ha´ny alkalmaza´sa´ro´l la´sd a [26] ko¨nyvet is.
Olivier krite´riuma´nak ala´bbi a´ltala´nos´ıta´sai e´rve´nyesek:
2. te´tel. Ha an > 0, e´s
∑
n≥1 an konvergens, akkor
(10) lim
n→∞
a1 + 2a2 + . . .+ nan
n
= 0.
Bizony´ıta´s. Legyen sn = a1 + a2 + . . .+ an. Bela´tjuk elo˝szo¨r is, hogy e´rve´nyes az
ala´bbi azonossa´g:
(11)
a1 + 2a2 + . . .+ nan
n
= sn −
(
s1 + s2 + . . .+ sn−1
n
)
.
Valo´ban,
a1 + 2a2 + . . .+ nan = a1 + a2 + . . .+ an+
a2 + . . .+ an+
...
+ an = nsn − (s1 + s2 + . . .+ sn−1).
Innen ado´dik (11).
Most, ha sn → s (n→∞), akkor Cauchy egy jo´l ismert te´tele alapja´n
s1 + s2 + . . .+ sn−1
n− 1 → s, azaz
s1 + s2 + . . .+ sn−1
n
→ s,
azaz (11) alapja´n ko¨vetkezik (10).
1. ko¨vetkezme´ny (1. te´tel). Valo´ban, a1 ≥ an, . . . , an−1 ≥ an alapja´n a1 +2a2 +
. . .+ nan ≥ an(1 + 2 + . . .+ n) = an n(n+1)2 .
I´gy an(n+1)2 ≤ a1+2a2+...+nann → 0, azaz an(n+1)2 → 0, ahonnan azonnali, hogy
ann→ 0 (n→∞).
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2. megjegyze´s. Egy
∑
n≥1 an sort ”(C)-konvergensnek” (Cesa`ro-konvergensnek)
nevezu¨nk, ha ( s1+s2+...+snn ) konvergens, ahol sn = a1+a2+ . . .+an. A (11) rela´cio´
alapja´n Olivier krite´riuma´nak ala´bbi megford´ıta´sa´t tala´ljuk:
2′. te´tel. Ha nan → 0, an > 0 tetszo˝leges, e´s a sor C-konvergens, akkor a sor
konvergens is.
Bizony´ıta´s. Valo´ban, mivel Cauchy te´tele alapja´n (11)-ben a bal oldal nulla´-
hoz tart, u´gy limn→∞(sn − σn) = 0, azaz limn→∞ sn = limn→∞ σn, ahol σn =
s1+s2+...+sn−1
n−1 .
3. megjegyze´sek.
1. Nehezebb elja´ra´ssal kimutathato´, hogy a 3. te´telben nan → 0 helyett elegendo˝
feltenni, hogy az (nan) sorozat korla´tos.
2. Mivel (10) bizony´ıta´sa a (11) azonossa´gon alapul, a 2. te´tel e´rve´nyes tetszo˝leges
(an) komplex sza´msorozatra (nem csak an > 0-ra). Legyen an =
bn
n . Ekkor a
2. te´tel alakja az ala´bbi:
2′′. te´tel. Ha
∑
n≥1
bn
n konvergens, akkor
(12) lim
n→∞
b1 + b2 + . . .+ bn
n
= 0,
ahol (bn) ⊂ C tetszo˝leges komplex sza´msorozat.
Most az an = bn− bn−1 (n ≥ 1), b0 = 0 helyettes´ıte´st ve´gezve a (11) azonossa´g-
ban, mivel sn = a1+a2+ . . .+an = b1+(b2− b1)+ . . .+(bn− bn−1) = bn, nyerju¨k a
(13)
b1 + 2(b2 − b1) + . . .+ n(bn − bn−1)
n
= bn −
(
b1 + b2 + . . .+ bn−1
n
)
azonossa´got.
A (13) rela´cio´nak egy azonnali ko¨vetkezme´nye:
3. te´tel. Ha n(bn − bn−1)→ 0 (n→∞), akkor
(14) lim
n→∞
[
bn −
(
b1 + b2 + . . .+ bn−1
n
)]
= 0.
Valo´ban, a felte´tel alapja´n Cauchy te´tele´bo˝l a bal oldal hata´re´rte´ke (13)-ban
nulla (Cauchy te´tele: Ha bn → b, akkor b1+b2+...+bnn → b (n→∞); la´sd me´g [10]).
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2. ko¨vetkezme´ny (Cauchy ford´ıtott te´tele). Ha n(bn − bn−1)→ 0, e´s
lim
n→∞
b1 + b2 + . . .+ bn
n
= b,
akkor
(15) lim
n→∞
bn = b.
4. megjegyze´s. Olivier krite´riuma´val (1. te´tel) adhato´ egy te´tel n(bn − bn−1)→ 0
(n→∞) teljesu¨le´se´re is.
Valo´ban, tekintsu¨k a
∑
n≥2(bn−1− bn) ve´gtelen sort, ahol 0 < bn < bn−1. Ez a
sor konvergens, hiszen (b1− b2)+ (b2− b3)+ . . .+(bn−1− bn) = b1− bn < b1. Mivel
a sor pozit´ıv tagu´, me´g felte´ve azt, hogy xn = bn−1 − bn a´ltal adott sorozat szigo-
ru´an cso¨kkeno˝, Olivier krite´riuma alapja´n nxn → 0, azaz n(bn−1 − bn)→ 0 (teha´t
n(bn−bn−1)→ 0 is igaz). Mivel xn+1 < xn ⇐⇒ (bn−bn+1) < (bn−1−bn)⇐⇒ bn <
bn−1−bn+1
2 , az elo˝bbi felte´tel e´ppen a (bn) sorozat szigoru´ konvexita´sa´ra reduka´lo´dik:
4. te´tel. Legyen bn > 0, szigoru´an cso¨kkeno˝, szigoru´an konvex sza´msorozat.
Ekkor
(16) lim
n→∞
n(bn−1 − bn) = 0.
A tova´bbi eredme´nyek ele´re´se e´rdeke´ben szu¨kse´gu¨nk lesz egy jo´l ismert sege´d-
te´telre:
1. lemma (Abel-transzforma´cio´). Tetszo˝leges (an), (bn) komplex sza´msorozatokra
e´rve´nyes a
(17)
n∑
k=1
akbk =
n−1∑
k=1
(ak − ak+1)Bk + anBn
azonossa´g, ahol Bk = b1 + b2 + . . .+ bk.
Bizony´ıta´s.
a1b1 + a2b2 + . . .+ an−1bn−1 + anbn = a1B1 + a2(B2 −B1) +
+ a3(B3 −B2) + . . .+ an−1(Bn−1 −Bn−2) + an(Bn −Bn−1) =
= B1(a1 − a2) +B2(a2 − a3) + . . .+Bn−1(an−1 − an) +Bnan,
e´s (17) bizony´ıtva van.
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3. ko¨vetkezme´ny. Ha (anBn) konvergens sza´msorozat, ahol Bn = b1 + b2 + . . .+
bn, akkor a
∑
n≥1 anbn e´s
(18)
∑
n≥1
(an − an+1)Bn
sorok ekvikonvergensek.
Valo´ban, ha limn→∞ anBn = l ve´ges, akkor
n∑
k=1
akbk vagy
n−1∑
k=1
(ak − ak+1)Bk
hata´re´rte´kei o¨sszehasonl´ıthato´k (17) alapja´n.
Az ala´bbi eredme´ny Olivier te´tele´t teszi teljesse´ (bizonyos e´rtelemben):
5. te´tel. Tegyu¨k fel, hogy an → 0, e´s (an) szigoru´an cso¨kkeno˝. Ekkor
∑
n≥1 an
pontosan akkor konvergens, ha nan → 0 (n→∞), e´s a
∑
n≥1 n(an − an+1) sor is
konvergens.
Bizony´ıta´s. Ha
∑
n≥1 an konvergens sor, ahol (an) szigoru´an cso¨kkeno˝, Olivier
krite´riuma (1. te´tel) alapja´n nan → 0. Most (18)-ban ve´ve bn ≡ 1-et (n ≥ 1), kap-
juk, hogy Bn = n, e´s hogy
∑
n≥1 an e´s
∑
n≥1 n(an−an+1) ekvikonvergensek (mivel
an → 0). I´gy
∑
n≥1 n(an − an+1) is konvergens.
Ford´ıtva, mivel an → 0, az elo˝bbiek alapja´n, ha
∑
n≥1 n(an−an+1) konvergens,
akkor
∑
n≥1 an is az lesz.
A 2′. te´telben la´ttuk, hogy
∑
n≥1
an
n konvergencia´ja mit eredme´nyezhet. Ha
me´g feltesszu¨k azt, hogy (an) szigoru´an cso¨kkeno˝, egy Olivier t´ıpusu´ eredme´nyt
kapunk:
6. te´tel. Legyen (an) szigoru´an cso¨kkeno˝, pozit´ıv sza´msorozat. Ha
∑
n≥1
an
n kon-
vergens, akkor
(19) lim
n→∞
an log n = 0.
Bizony´ıta´s. Mivel (an) szigoru´an cso¨kkeno˝, u´gy (ann ) is az. Cauchy kondenza´cio´s
krite´riuma alapja´n
∑
n≥1
an
n e´s
∑
k≥1 2
k a2k
2k
=
∑
k≥1 a2k ekvikonvergensek. Ha az
elso˝ teha´t konvergens, a ma´sodik is az lesz. Mivel (a2k) sorozat k szerint szigoru´an
cso¨kkeno˝, Olivier krite´riuma (1. te´tel) alapja´n ka2k → 0, azaz (log2k)a2k → 0, ha
k →∞. Mivel a (log n) sorozat szigoru´an no¨vekvo˝ e´s (an) szigoru´an cso¨kkeno˝,
innen (19) azonnal ko¨vetkezik.
A (18) alapja´n, az 5. te´telhez hasonlo´an igazolhato´ az ala´bbi:
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7. te´tel. Legyen an ց 0 (n→∞). Ekkor
∑
n≥1
an
n sor pontosan akkor konvergens,
ha an log n→ 0 (n→∞), e´s a
∑
(an − an+1) log n sor is konvergens.
Az Olivier-krite´rium 2. (Cesa`ro-fe´le) bizony´ıta´sa´na´l a Stolz–Cesa`ro-te´telt al-
kalmaztuk. Ez a te´tel azonban a´ltala´nosabban is ismert (la´sd pld. [8], [17]):
2. lemma (A´ltala´nos´ıtott Stolz–Cesa`ro-te´tel). Tegyu¨k fel, hogy
yn ր +∞ (n→∞).
Ekkor
(20) lim
xn+1 − xn
yn+1 − yn ≤ lim
xn
yn
≤ lim xn
yn
≤ lim xn+1 − xn
yn+1 − yn ,
ahol lim, illetve lim a legkisebb, illetve legnagyobb torlo´da´si pontokat jelo¨lik (ne´ha
lim = lim inf e´s lim = lim sup jelo¨le´st is haszna´ljuk).
Ennek egy azonnali ko¨vetkezme´nye az, hogy ha (un), (vn) pozit´ıv tagu´ sorok,
e´s
∑
n≥1 vn divergens, akkor
(21) lim
un
vn
≤ lim Un
Vn
≤ lim Un
Vn
≤ lim un
vn
,
ahol Un = u1 + u2 + . . .+ un, Vn = v1 + v2 + . . .+ vn.
Valo´ban, yn = Vn ր∞ esetre alkalmazhato´ (20). Pe´lda´ul, az (nun) sorozatot
ve´ve figyelembe, vn =
1
n va´laszta´ssal, a harmonikus sor diverencia´ja´bo´l, (21) alap-
ja´n, mivel Vn = 1 +
1
2 +
1
3 + . . .+
1
n ∼ log n (ha n→∞), la´sd pl. [4], a ko¨vetkezo˝t
nyerju¨k:
(22) lim nun ≤ lim Un
log n
≤ lim Un
log n
≤ limnun.
Most alkalmazzuk a (20) rela´cio´t az xn =
sn
an
− n, yn = 1an esetre, ahol (an)
szigoru´an cso¨kkeno˝, nulla´hoz konverga´lo´ sza´msorozat. I´gy nyerju¨k az ala´bbi a´ltala´-
nos´ıtott Olivier-krite´riumot:
8. te´tel. Ha an ց 0 (n→∞), e´s sn = a1 + a2 + . . .+ an, akkor
(23) lim sn ≤ lim (sn − nan) ≤ lim (sn − nan) ≤ lim sn.
Saja´tosan, ha (sn) konvergens, azaz lim sn = lim sn, akkor azt nyerju¨k, hogy
lim (sn − nan) le´tezik e´s egyenlo˝ lim sn-nel. Innen ma´r nan → 0 ko¨vetkezik.
Mivel ha
∑
n≥1 an diverga´l, akkor lim (sn − nan) = +∞ ko¨vetkezik (23)-bo´l,
az ala´bbi fel´ıra´st tehetju¨k:
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8′. te´tel. Ha an ց 0 (n→∞), e´s
∑∞
n=1 an = l ∈ R, akkor
lim
n→∞
(sn − nan) = l.
Valo´ban, ha l ve´ges, akkor e´ppen Olivier krite´riuma´t kapjuk; mı´g, ha l = +∞
(azaz a sor divergens), akkor sn−nan →∞ ado´dik. Olivier krite´riuma´nak ma´sfajta
a´ltala´nos´ıta´sa´t adja az ala´bbi:
9. te´tel. Legyen an ց 0 (n→∞) e´s (xn) egy tetszo˝leges valo´s sza´msorozat. Te´te-
lezzu¨k fel, hogy
∑
n≥1 anxn konvergens sor. Ekkor
(24) anXn → 0 (n→∞),
ahol Xn = x1 + x2 + . . .+ xn.
Bizony´ıta´s. Legyen sn =
∑n
k=1 xkak (s0 = 0). Mivel egy sorozat konvergencia´ja´t
ve´ges sza´mu´ tag nem va´ltoztatja meg, felte´telezzu¨k, hogy sn → 0 (n→∞). Legyen
ε > 0 e´s |sn| < ε, ha n > M ∈ N+.
Ha most S = sup
{|sn| : n ∈ N}, akkor
an|Xn| = an
∣∣∣∣ n∑
k=1
sk − sk−1
ak
∣∣∣∣ = an
∣∣∣∣∣ snan + ∑
1≤k<n
sk
(
1
ak
− 1
ak+1
) ∣∣∣∣∣ ≤
≤ ε+ anS
∑
1≤k<M
(
1
ak+1
− 1
ak
)
+ εan
∑
M≤k<n
(
1
ak+1
− 1
ak
)
≤ ε+ S an
aM
+ ε,
ahol felhaszna´ltuk a fenti jelo¨le´seket e´s azt, hogy (an) szigoru´an cso¨kkeno˝. Mivel
an → 0 (n→∞), innen kapjuk, hogy lim an|Xn| ≤ 2ε. Ve´ve ε→ 0-t, az a´ll´ıta´s
ko¨vetkezik, mert |anXn| → 0⇔ anXn → 0 (n→∞).
4. ko¨vetkezme´nyek.
1. Ha xn ≡ 1 a 9. te´tel e´ppen az 1. te´telt adja.
2. Ve´ve xn =
1
n -et, mivel Xn = 1 +
1
2 +
1
3 + . . .+
1
n ∼ log n (ha n→∞), vissza-
nyerju¨k a 6. te´telt. Megjegyezzu¨k, hogy az an =
1
bn
jelo¨le´ssel, innen lognn → 0,
azaz bnlogn →∞ ko¨vetkezik. Mivel (log n)ր∞, u´gy az a´ltala´nos´ıtott Stolz–
Cesa`ro-krite´rium alapja´n (la´sd (20)) ko¨vetkezik, hogy
lim
bn+1 − bn
log (1 + 1n)
≥ lim bn
log n
= +∞.
Mivel n log (1 + 1n) = log (1 +
1
n)
n → log e = 1, u´gy innen limn(bn+1 − bn) =
+∞, vagyis: ha bn ր∞ (n→∞), e´s
∑
n≥1
1
nbn
konvergens, akkor
(25) limn(bn+1 − bn) = +∞.
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Mivel (n+ 1)bn+1 − nbn = n(bn+1 − bn) + bn+1, az enne´l gyenge´bb
(25′) lim
n→∞
[
(n+ 1)bn+1 − nbn
]
= +∞
o¨sszefu¨gge´s is ko¨vetkezik. (25′) partikula´ris esete egy ke´so˝bbi eredme´nynek.
Ve´gezetu¨l, Olivier krite´riuma´val kapcsolatosan ha´rom megjegyze´st teszu¨nk.
Abel egy 1828-as dolgozata´ban ([1]) kimutatta az ala´bbi eredme´nyt:
3. lemma (Abel). Ha
∑
n≥1 an divergens (an > 0), akkor
∑
n≥1
an+1
sn
is divergens,
ahol sn = a1 + a2 + . . .+ an.
Bizony´ıta´s. A log (1 + x) < x (x > 0) egyenlo˝tlense´get alkalmazzuk x = an+1sn -re:
log (1 + an+1sn ) <
an+1
sn
. Mivel 1 + an+1sn =
sn+1
sn
, u´gy an+1sn > log sn+1 − log sn, teha´t
n∑
k=1
ak+1
sk
>
n∑
k=1
(log sk+1 − log sk) = log sn+1 − log s1 →∞,
mivel sn+1 →∞.
Ezt felhaszna´lva Abel bebizony´ıtotta a ko¨vetkezo˝ te´telt:
10. te´tel (Abel). Nem le´tezik olyan Φ fu¨ggve´ny, hogy
(26) Φ(n)an → 0 ⇐⇒
∑
n≥1
an konvergens.
Bizony´ıta´s. Ha le´tezne ilyen Φ fu¨ggve´ny, tekintsu¨k a
∑
n≥1 an =
∑
n≥1
1
Φ(n) sort.
Mivel Φ(n)an → 1, u´gy a felteve´s alapja´n a
∑
n≥1
1
Φ(n) sor divergens. Eze´rt a
3. lemma alapja´n ugyancsak divergens lesz a∑
n≥2
a′n =
∑
n≥2
an
sn−1
=
∑
n≥2
1
Φ(n)
∑n−1
m=1
1
Φ(m)
sor is.
Azonban Φ(n)a′n =
1∑n−1
m=1
1
Φ(m)
→ 0, ha n→∞, az elo˝bbi divergencia alapja´n.
I´gy egyre´szt Φ(n)a′n → 0, ma´sre´szt
∑
n≥2 a
′
n diverga´l, ami ellentmond a felteve´snek.
H. K. Sørensen da´n matematikus e´s to¨rte´ne´sz tu¨zetesen megvizsga´lta ([29],
[15]) u´gy L. Olivier e´letrajza´t e´s munka´ssa´ga´t, mint Abel alapveto˝ cikke´nek ha´ttere´t
e´s fontossa´ga´t. Abel mondotta volt:
”
olvassa´tok a mestereket!” La´sd me´g M. Goar
[15] cikke´t is.
Ma´sodik megjegyze´su¨nk Olivier ford´ıtott te´tele´re vonatkozik. Mivel Olivier
krite´riuma´nak le´tezik Stolz–Cesa`ro te´tele´re alapozott bizony´ıta´sa, Stolz–Cesa`ro
ford´ıtott te´tele´vel ilyen eredme´nyeket is nyerhetu¨nk. Stolz–Cesa`ro ford´ıtott te´tele´re
adtak krite´riumokat pl. [3], [36], [5] dolgozatokban.
Az egyik ilyen te´tel pe´lda´ul ı´gy szo´l [3]:
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4. lemma. Legyen yn ր∞, yn+1yn ≥ K > 1 (ahol K a´llando´), e´s tegyu¨k fel, hogy
(27) lim
n→∞
xn
yn
= l.
Ekkor limn→∞
xn+1−xn
yn+1−yn = l.
Alkalmazva yn =
1
an
(ahol an ց 0) e´s xn = snan − n-re (27)-et, az ala´bbi ered-
me´nyt nyerju¨k:
11. te´tel. Legyen an ց 0 (n→∞), anan+1 ≥ K > 1, ahol K a´llando´. Ha (sn − nan)
sorozat konvergens, akkor
∑
n≥1 an sor is konvergens.
A [36], illetve [5] dolgozatokban az ero˝s K > 1 felte´tel gyenge´bbekkel van
helyettes´ıtve.
Utolso´ megjegyze´su¨nk az u´n.
”
statisztikus konvergencia´val” kapcsolatos. 1951-
ben H. Fast [13] bevezette a statisztikusan konvergens sorozat fogalma´t. Azt mond-
juk, hogy (an) statisztikusan konverga´l a-hoz (jelben lim-stat an = a), ha ∀ε > 0,
esete´n A(ε) =
{
n : |an − a| ≥ ε
}
halmaz aszimptotikus su˝ru˝se´ge nulla, azaz
(28) d(A) = lim
n→∞
1
n
n∑
k=1
χA(k) = 0,
ahol χA az A halmaz karakterisztikus fu¨ggve´nye: χA(k) = 1, k ∈ A, e´s χA(k) = 0,
k /∈ A.
2003-ban T. S˘alat e´s V. Toma [13] kimutatta´k, hogy Olivier krite´riuma e´r-
ve´nyben marad, ha a sorozat monotonita´si felte´tele´t elhagyjuk, de a klasszikus
konvergencia´t statisztikus konvergencia´val helyettes´ıtju¨k:
12. te´tel (S˘alat–Toma). Ha an > 0 e´s
∑
n≥1 an konvergens, akkor
(29) lim-stat (nan) = 0.
4. Burg, Sza´sz e´s Montucla krite´riumairo´l
Amint la´ttuk, a Burg (2. a´ll´ıta´s) e´s Sza´sz (4. a´ll´ıta´s)
”
krite´riumok” ekvivalensek.
Ezek le´nyege´ben azt a´ll´ıtja´k, hogy ha an > 0 szigoru´an no¨vekvo˝ (Sza´szna´l tala´n
ez a ko¨vetelme´ny sem szerepel), akkor
∑
n≥1
1
an
pontosan akkor konvergens, ha
limn→∞ (an+1 − an) = +∞.
A 4. a´ll´ıta´sna´l eml´ıtett dokumentumban Bolyai Farkas kimutatja ennek a
krite´riumnak a helytelense´ge´t is. Elo˝szo¨r ve´ve an = n(n+ 1)-et, nyilva´n an ր∞,
e´s
∑
n≥1
1
an
konvergens, e´s limn→∞ (an+1 − an) = +∞. Ma´sfelo˝l, an = 1n logn -re az
Abel-sor konvergens, e´s me´gis itt is limn→∞ (an+1 − an) = +∞. Valo´ban,
(n+ 1) log (n+ 1)− n log n = log (n+ 1) + n[log (n+ 1)− log (n)]→∞,
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mert
n log
(
1 +
1
n
)
= log
(
1 +
1
n
)n
→ 1, e´s log (n+ 1)→∞.
Egy azonnali krite´rium adhato´, ha az a´ltala´nos´ıtott Stolz–Cesa`ro-te´telt
(2. lemma) alkalmazzuk. Legyen
∑
n≥1
1
an
konvergens, ahol an ր∞. Ekkor
Olivier krite´riuma alapja´n n 1an =
n
an
→ 0, azaz ann → +∞ (n→∞). Alkalmazva
a (20) rela´cio´t yn = n, xn = an esete´ben, lim (an+1 − an) ≥ lim ann = +∞ ado´dik.
Teha´t igaz a
13. te´tel. Ha an ր∞, e´s (an+1 − an) felu¨lro˝l korla´tos, akkor
(30)
∑
n≥1
1
an
sor divergens.
Valo´ban, ha
∑
n≥1
1
an
konvergens lenne, akkor lim (an+1 − an) = +∞ ado´dna,
ami a felteve´s alapja´n nem lehetse´ges.
13′. te´tel. Ha an ր∞, e´s
∑
n≥1
1
an
konvergens, akkor
(31) lim
n→∞
(an+1 − an) = +∞.
A ko¨vetkezo˝kben felhaszna´ljuk az ala´bbi eredme´nyt ([25]):
5. lemma. Ha an > 0, szigoru´an no¨vekvo˝, e´s
∑
n≥1
1
an
divergens, akkor
(32)
∑
n≥1
1
(n+ 1)an+1 − nan
is divergens.
5. ko¨vetkezme´ny. Ugyanazon felte´telek mellett,
(33)
∑
n≥1
1
n(an+1 − an)
is divergens.
Valo´ban, (n+ 1)an+1 − nan = n(an+1 − an) + an+1 > n(an+1 − an).
Teha´t ha
∑
n≥1
1
n(an+1−an) konvergens, akkor
∑
n≥1
1
an
is az. Erre ke´so˝bb is
szu¨kse´gu¨nk lesz (la´sd 16. te´tel).
30
14. te´tel. Legyen (an) szigoru´an no¨vekvo˝, an > 0, e´s tegyu¨k fel, hogy∑
n≥1
1
n(an+1 − an)
konvergens. Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy (an) szigoru´an konvex sza´msorozat. Ekkor
(34) lim
n→∞
(an+1 − an) = +∞.
Bizony´ıta´s. Mivel (an) szigoru´an konvex sorozat, an <
an−1−an+1
2 , teha´t an+1 −
an > an − an−1 > 0. I´gy
{
n(an+1 − an)
}
is szigoru´an no¨vekvo˝ lesz, azaz{
1
n(an+1 − an)
}
szigoru´an cso¨kkeno˝.
Olivier krite´riuma alapja´n limn→∞ n 1n(an+1−an) = 0, azaz (34) ko¨vetkezik, mi-
vel an+1 − an > 0.
Most kimutatjuk, hogy me´g egy plusz felte´telt kiro´va a 13′. te´telben (31)
megjav´ıthato´.
15. te´tel. Tegyu¨k fel, hogy an > 0, an ր∞, e´s (ann ) no¨vekvo˝ sorozat. Ekkor ha∑
n≥1
1
an
konvergens, akkor (34) igaz.
Bizony´ıta´s. A 13. e´s 13′. te´telek bizony´ıta´sa´ban la´ttuk, hogy ha an > 0, an ր∞,
e´s
∑
n≥1
1
an
konvergens, akkor (ann )→∞. Most, mivel bn = ann a´ltala´nos tagu´
sorozat monoton no¨vekvo˝, u´gy bn+1 ≥ bn, vagyis an+1n+1 ≥ ann . Innen azonban an+1−
an ≥ n+1n an − an = (1 + 1n)an − an = ann . I´gy an+1 − an →∞ is igaz lesz, azaz a
(34) rela´cio´ e´rve´nyes.
Montucla
”
krite´riuma” (3. a´ll´ıta´s) is szoros kapcsolatban van a Burg–Sza´sz e´s
Olivier t´ıpusu´ krite´riumokkal. Valo´ban, (3)-ban an helyett
1
an
-et te´ve, (3) u´j alakja
1
an
(
1
an+1
− 1
an+2
)
1
an
− 1
an+1
>
1
an+2
,
azaz an+2 − an+1 > an+1 − an lesz, vagyis az u´j alakja a ”krite´riumnak” az ala´bbi:
”
Ha an > 0, szigoru´an no¨vekvo˝, akkor
∑
n≥1
1
an
pontosan akkor konvergens, ha
(35) (an)
szigoru´an konvex sza´msorozat”.
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Elo˝szo¨r megjegyezzu¨k, hogy itt is megfelelo˝k Bolyai Farkasnak a
”
Burg–
Sza´sz krite´riumara” adott ellenpe´lda´i. Valo´ban, mivel f(x) = x(x+ 1), x > 0 e´s
g(x) = x log x fu¨ggve´nyek ma´sodrendu˝ deriva´ltjai f ′′(x) = 2 > 0, g′′(x) = 1x > 0,
u´gy e fu¨ggve´nyek szigoru´an konvexek le´ve´n, nyilva´n az (n(n+ 1)) e´s (n log n) so-
rozatok is szigoru´an konvexek lesznek. Az ala´bbi sege´dte´telt a [25] dolgozatban is
alkalmaztuk.
6. lemma. Ha un > 0, (un) cso¨kkeno˝, e´s
∑
n≥1 un divergens, akkor
(36) lim
un+1
un
= 1.
Valo´ban, a divergencia miatt a ha´nyadoskrite´riumbo´l kapjuk, hogy lim un+1un ≥
1. Ma´sfelo˝l, mivel un+1un ≤ 1, ı´rhatjuk, hogy lim
un+1
un
≤ 1, e´s (36) ko¨vetkezik.
Montucla krite´riuma´val kapcsolatos az ala´bbi te´tel:
16. te´tel. Legyen (an) szigoru´an no¨vekvo˝, szigoru´an konvex pozit´ıv sza´msorozat,
e´s tegyu¨k fel, hogy
(37) lim
∆an
∆an+1
< 1,
(ahol ∆an = an+1 − an). Ekkor a
∑
n≥1
1
an
sor konvergens.
Bizony´ıta´s. Ha
∑
n≥1
1
an
divergens lenne, az 5. lemma (33) ko¨vetkezme´nye alap-
ja´n
∑
n≥1
1
n(an+1−an) is divergens. Mivel (an) szigoru´an konvex, u´gy (an+1 − an)
szigoru´an no¨vekvo˝, teha´t a
(
n(an+1 − an)
)
sorozat is szigoru´an no¨vekvo˝ lesz. I´gy
alkalmazva a 6. lemma´t un =
1
n(an+1−an) esete´re, lim
n∆an
(n+1)∆an+1
= 1 ado´dik. Innen
ma´r lim ∆an∆an+1 = 1, ami (37) alapja´n lehetetlen.
Az ala´bbi sege´dte´tel [25]-ben tala´lhato´:
7. lemma. Ha (xn) pozit´ıv, szigoru´an no¨vekvo˝ sza´msorozat, e´s a
∑
n≥1
1
xνn
sor
divergens valamilyen ν > 1 esete´n, akkor
(38) limxn+1 − xn = 0.
Ha a sor konvergens 0 < ν ≤ 1 esete´n, akkor
(39) lim (xn+1 − xn) = +∞.
Bizony´ıta´s. A teljesse´g kedve´e´rt pe´lda´ul megmutatjuk (38) bizony´ıta´sa´t. Mivel
(xn+1−xn) ≥ 0, u´gy lim(xn+1−xn) = α ≥ 0. Ha α > 0 lenne, akkor kapna´nk olyan
n0 terme´szetes sza´mot, hogy n ≥ n0-ra (xn+1 − xn) ≥ α. Innen xn0+1 ≥ xn0 + α,
xn0+2 ≥ xn0 + 2α, . . . , xn0+k ≥ xn0 + kα (k ≥ 1), u´gyhogy a
∑
k≥1
1
(xn0+k)
ν sor
konvergens lenne a
∑
k≥1
1
(xn0+kα)
ν sorral valo´ o¨sszehasonl´ıta´s alapja´n, hiszen ν > 1-
re az uto´bbi sor a jo´l ismert
∑
k≥1
1
kν Riemann-sor alapja´n konvergens.
(39) bizony´ıta´sa hasonlo´an to¨rte´nik.
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Az ala´bbi lemma az elso˝ szerzo˝ egyik nem publika´lt, re´gebbi ı´ra´sai ko¨zt tala´l-
hato´ meg [27].
8. lemma. Legyen (xn) szigoru´an no¨vekvo˝ sza´msorozat, an > 0. Tegyu¨k fel, hogy∑
n≥1
1
an
sor divergens, e´s hogy lim an(xn+1 − xn) > 0. Ekkor
(40) lim
n→∞
xn = +∞.
Ha a
∑
n≥1
1
an
sor konvergens, e´s limn→∞ an(xn+1 − xn) <∞, akkor
(41) lim
n→∞
xn <∞.
Bizony´ıta´s. Ha l = lim an(xn+1 − xn) > 0, akkor ∀ε > 0, ∃nε: ha n ≥ nε, akkor
an(xn+1 − xn) > l − ε. Legyen ε = l2 .
Ekkor n ≥ nε = n0-ra xn+1 − xn > l2an , ahonnan n = n0, n0 + 1, . . . , n0 + p
alkalmaza´sa´val, o¨sszeada´s uta´n ko¨vetkezik, hogy xn0+p+1 >
l
2(
1
an0
+ . . .+ 1an0+p).
Ha p→∞, a sor divergencia´ja´bo´l ko¨vetkezik, hogy xn →∞, ha n→∞. Ezzel (40)
bizony´ıtva van. (41) kimutata´sa hasonlo´an to¨rte´nik.
Most legyen xn = a
1
ν
n = aλn, hol λ =
1
ν ∈ (0, 1). Ekkor a 7. lemma alapja´n a
ko¨vetkezo˝ eredme´nyt jelenthetju¨k ki.
17. te´tel. Legyen an > 0, (an) szigoru´an no¨vekvo˝ sza´msorozat, e´s tegyu¨k fel, hogy
le´tezik λ ∈ (0, 1) u´gy, hogy
(42) lim
n→∞
(
aλn+1 − aλn
)
> 0.
Ekkor a
∑
n≥1
1
an
sor konvergens. Ha le´tezik ρ > 1 u´gy, hogy
(43) lim
n→∞
(
aρn+1 − aρn
)
<∞,
akkor a sor divergens.
Bizony´ıta´s.Mivel xλn = an, hol ν =
1
λ , eze´rt λ ∈ (0,1) este´n ν > 1. I´gy ha
∑
n≥1
1
an
sor divergens lenne, a felteve´s alapja´n a 7. lemma´bo´l (38) ko¨vetkezne. Ez viszont
ellentmond a (42) felteve´snek. A ma´sodik re´sz bizony´ıta´sa hasonlo´an to¨rte´nik.
18. te´tel. Legyen (an) pozit´ıv sza´msorozat, e´s tegyu¨k fel, hogy le´tezik egy szigoru´an
no¨vekvo˝, felu¨lro˝l korla´tos (xn) sza´msorozat u´gy, hogy
(44) lim
n→∞
an(xn+1 − xn) > 0.
Ekkor a
∑
n≥1
1
an
sor konvergens.
Ha le´tezne olyan (yn) szigoru´an no¨vekvo˝, felu¨lro˝l nem korla´tos sza´msorozat,
melyre
(45) lim
n→∞
an(xn+1 − xn) <∞,
akkor a
∑
n≥1
1
an
sor divergens.
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Bizony´ıta´s. Hasonlo´an to¨rte´nik a 8. lemma figyelembe ve´tele´vel, mint a 17. te´tel
bizony´ıta´sa.
5. megjegyze´sek.
1. A 17. e´s 18. te´telben adott krite´riumok ma´sok, mint a jo´l ismert Kummer-
krite´rium (la´sd pl. [8]), amely szerint, ha le´tezik egy (pn) pozit´ıv sza´msorozat
u´gy, hogy
∑
n≥1
1
pn
sor divergens, e´s
(46) lim
(
pn
an
an+1
− pn+1
)
> 0,
akkor
∑
n≥1 an konvergens (an > 0); mı´g ha a (46)-ban ugyanazon kifejeze´s
lim-ja negat´ıv, akkor a sor divergens.
2. Nemre´g J. Tong [28] azt a meglepo˝ felfedeze´st tette, hogy az ilyen jellegu˝ krite´-
riumok szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´telt adnak a pozit´ıv sorok konvergencia´ja´ra.
19. te´tel (Tong). Legyen an > 0.
(1)
∑
n≥1 an pontosan akkor konvergens, ha le´tezik olyan (pn) pozit´ıv sza´msorozat
e´s c > 0 valo´s sza´m, hogy pn
an
an+1
− pn+1 ≥ c, ba´rmely n ≥ 1-re.
(2)
∑
n≥1 an pontosan akkor divergens, ha le´tezik olyan (pn) pozit´ıv sza´msorozat,
hogy
∑
n≥1
1
pn
divergens e´s pn
an
an+1
− pn+1 ≤ 0, n ≥ 1-re.
Nyilva´n ezek a krite´riumok csak elme´leti szempontbo´l jelento˝sek e´s nem adnak
va´laszt az Olivier, Burg vagy Montucla-fe´le specia´lis esetekre.
5. Fu¨ggele´k
1. Abelnek tulajdon´ıtja´k az egyik h´ıres monda´st:
”
olvassa´tok a mestereket”. Ez
az a´ll´ıta´s ma ma´r Abelre is nagyon e´rve´nyes. Az ala´bbiakban megmutatjuk Abel
mo´dszere´t annak igazola´sa´ra, hogy a
∑
n≥2
1
n logn sor divergens. Ezt a legto¨bb
tanko¨nyv ma´ske´pp igazolja (pl. integra´lkrite´riummal stb.). Pedig Abel mo´dszere
az igazi! (Erdo˝s Pa´lt parafraza´lva, ez a bizony´ıta´s
”
a ko¨nyvbo˝l van” [2]). E´rdemes
teha´t tova´bbra is tanulma´nyozni Abel [1] dolgozata´t (la´sd me´g [30], [25]).
Abel a bizony´ıta´sban ke´tszer alkalmazza az x > 0-ra e´rve´nyes
(∗) log (1 + x) < x
egyenlo˝tlense´get. Legyen elo˝szo¨r x = 1n a (∗)-ban. Innen 1n > log (1 + n)− log n,
teha´t log (n+1) < logn+ 1n . Logaritma´lva ezt az egyenlo˝tlense´get, log log (n+1) <
log (n logn+1n ) = log (
n logn+1
n logn )+ log log n = log (1 +
1
n logn)+ log log n.
Alkalmazzuk most ma´sodszor a (∗) egyenlo˝tlense´get x = 1n logn -re. I´gy a
log log (n+ 1) <
1
n log n
+ log log n
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egyenlo˝tlense´get nyerju¨k. O¨sszegezve ezeket n = 2, 3, . . . ,m-re, ko¨vetkezik, hogy
log log (m+ 1) <
∑m
k=2
1
k log k + log log 2, e´s innen ma´r a bizony´ıta´s ke´sz, hiszen
log log (m+ 1)→∞, ha m→∞.
2. Miuta´n Abel megca´folta Olivier te´tele´t (teha´t, hogy a ford´ıtottja nem igaz:
arra adta azt a ve´gtelen sort, az 1n logn a´tala´nos taggal), 1828-ban, Abel cikke uta´n
megjelent Olivier-nek egy egy oldalas jegyzete [22].
Ebben a jegyzetben elismeri, hogy Abelnek igaza van, e´s megjegyzi, hogy a
ve´gtelen mennyise´geket ma´ske´pp kell kezelni, mint a ve´geseket. Javasol is egy ma´sik
te´telt, a saja´t te´tele´nek ford´ıtottja´ra. Me´gpedig:
Ha (an) cso¨kkeno˝ sorozat, e´s n(an + a2n + a3n + . . .) tart a nulla´hoz, ha n tart
a ve´gtelenhez, akkor a sor konvergens. A bizony´ıta´st Olivier nem adja meg, de az
eredme´ny igaz!
Valo´ban, legyen Rn a ve´gtelen sor marade´ktagja: Rn = an+1 + an+2 + . . . =
(an+1 + . . .+ a2n) + (a2n+1 + . . .+ a3n) + . . . ≤ na2n + na3n + . . . , mivel a sorozat
monoton cso¨kkeno˝. I´gy a felteve´s alapja´n Rn tart a nulla´hoz, ha n tart a ve´gtelen-
hez. Ez pedig azt jelenti, hogy a ve´gtelen sor konvergens.
3. Az ala´bbi irat Bolyai Ja´nos ke´ziratai ko¨zo¨tt van, de e sorok ı´ro´inak ve´leme´nye
szerint ez Bolyai Farkas ke´z´ıra´sa e´s ı´gy a´t kellene tenni Bolyai Farkas ke´ziratai ko¨ze´!
(Az iratnak nincs ko¨zvetlen ko¨ze Bolyai Ja´noshoz, anna´l to¨bb Bolyai Farkashoz e´s
Sza´sz Ka´rolyhoz!)
BJ-299/1v
”
Sz. K. a´ll´ıta´sa, ha 1a ,
1
b egyma´s uta´ni ı´zek ko¨zo¨sen, s, b−a→∞, a sor ko¨zel´ıto˝,
ku¨lo¨nben ta´vozo´.
Okadat ez, a Karli ı´ra´sa´ban: Mert, ha b = a+ q, ab =
1
1+ q
a
, s az a´ll´ıttatik, hogy
q
a → 1, teha´t ab → 12 ; az – az a sor jel 1b : 1a = ab → 12 ; mely nem igaz, mikor a sor jel
x→ 1; pe´lda´ul 12 , 12.3 , 13.4 , . . .ban x = nn+2 → 1; s ab e´ppen n(n+1)(n+1)(n+2) = nn+2 ; s ı´gy
1
b =
1.x
a , s
a
b =
a.x
a = x→ 1.
NB. Az ı´rt sorko¨zel´ıte´s jel idettisek azzal a mit H. L, a Burg Mathesie´bo˝l ı´r.”
A ke´zirat ma´sik oldala´n ez a´ll, valo´sz´ınu˝leg Sza´sz Ka´roly ı´ra´sa:
”
I´rd meg Bolyainak, hogy a mely demonstratiot hiba´snak tala´lt igen is az, de
nem az enye´m, hanem a tan´ıtva´nyome´. Szo´beli elo˝ada´s rosszul e´rte, ebbo˝l eredet de-
ductio´ja, mert azon ta´rgyala´sra e´n nem adtam volt ı´ra´st. A magam demonstratio´ja´t
elku¨ldo¨m alkalom szerint. A pesti jutalomnak ta´rgya´ro´l nem tudok semmit.”
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BOLYAI FARKAS KE´ZIRATA
A KOCKAKETTO˝ZE´S PROBLE´MA´JA´RO´L
SZABO´ PE´TER GA´BOR, OLA´H-GA´L RO´BERT
A budapesti Akade´miai Ko¨nyvta´r Ke´ziratta´ra´nak Bolyai-gyu˝jteme´nye to¨bb olyan
levelet e´s leve´lto¨rede´ket is o˝riz, amelyeket a ke´t matematikus Bolyai, apa e´s fia, egy-
koron egyma´s sza´ma´ra ı´rtak [1]. Bolyai Farkasnak
”
A’ Cubus dupplicatioja re´gen
h´ıres volt” kezdetu˝ (K 22/128 jelzetsza´mu´) ke´zirata 1914-ben Szabo´ Pe´ter (1867–
1914) matematikatana´r hagyate´ka´bo´l keru¨lt a gyu˝jteme´nybe. E ne´gyoldalas tanul-
ma´ny a h´ıres o´kori go¨ro¨g szerkeszte´si proble´ma´val, a kockaketto˝ze´ssel foglalkozik.
A kockaketto˝ze´s proble´ma´ja egy e´le´vel megadott kocka ismerete´ben egy olyan
kocka e´lhosszu´sa´ga´nak euklideszi e´rtelemben vett megszerkeszte´se´t k´ıva´nja, mely-
nek te´rfogata ke´tszerese lesz az eredeti kocka te´rfogata´nak. Az euklideszi szerkesz-
te´s csak ko¨rzo˝ e´s egye´lu˝ egyenes vonalzo´ haszna´lata´t engedi meg. A ko¨rzo˝t adott
ko¨ze´ppontu´, s ke´t adott pont ta´volsa´ga´val azonos sugaru´ ko¨r megrajzola´sa´ra, a vo-
nalzo´t ke´t adott ponton a´thalado´ egyenes szakasz meghu´za´sa´ra haszna´lhatjuk. Ma´r
az o´korban ismert volt to¨bb olyan u´n. nemeuklideszi szerkeszte´si elja´ra´s, amely a
ko¨rzo˝ e´s vonalzo´ mellett ma´s tova´bbi eszko¨zt (pl. s´ıkban megrajzolt ku´pszelete-
ket) is felhaszna´lt a konstrukcio´ban. Ismert a proble´ma´nak ko¨rzo˝t nem haszna´lo´
csak u´n. betolo´ vonalzo´ seg´ıtse´ge´vel valo´ nemeuklideszi e´rtelemben vett megolda´sa
is. Fontos azonban hangsu´lyozni, hogy ezek a szerkeszte´sek az eredeti euklideszi
e´rtelme´ben nem megolda´sai a feladatnak, hiszen nem csak a megengedett eszko¨zo¨-
ket haszna´lja´k. To¨bb mint ke´t e´vsza´zada tudjuk, hogy euklideszi szerkeszte´ssel a
kockaketto˝ze´s proble´ma´ja megoldhatatlan az euklideszi geometria´ban.
Valo´sz´ınu˝, hogy a Be´csben tanulo´ Bolyai Ja´nos leve´lbeli felvila´gos´ıta´st ke´r-
hetett apja´to´l a kockaketto˝ze´s matematikato¨rte´neti ha´ttere´ro˝l, illetve a´ltala´ban a
ha´rom o´go¨ro¨g szerkeszte´si feladatro´l (a kockaketto˝ze´sro˝l, a szo¨gharmadola´sro´l e´s a
ko¨rne´gyszo¨ges´ıte´sro˝l). Bolyai Farkas az ala´bbi levelet ku¨ldhette el fia´nak Be´csbe.
Ezt abbo´l gondoljuk, hogy Bolyai Ja´nos maga is go´t betu˝kkel pap´ırra vetette ez-
zel a proble´mako¨rrel kapcsolatos gondolatait [3, 4], e´s fo˝leg kadettse´ge alatt ı´rt go´t
betu˝s ne´met ı´ra´ssal; ke´so˝bb nyugd´ıjaza´sa uta´n a´tte´rt a latin betu˝re, me´g a ne´met
nyelvu˝ feljegyze´seiben is.
Bolyai Ja´nos dia´kkori szo¨gharmadola´si vizsga´lata´t ma´r Paul Sta¨ckel ismer-
tette [5], de kockaketto˝ze´si jegyzete´re csak a ko¨zelmu´ltban deru¨lt fe´ny [3]. Szerves
folytata´sa az, mondhatni szeminariza´la´sa a jo´l mege´rtett, most bemutatando´ Bolyai
Farkas elo˝ada´snak. A jelen dolgozatban Bolyai Farkasnak, ezt az eddig kora´bban
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nem publika´lt ı´ra´sa´t e´rtelmezzu¨k e´s tesszu¨k betu˝h´ıven ko¨zze´. A leve´lben szereplo˝
a´bra´kat az eredeti forma´jukban hagytuk. A szo¨veg ko¨nnyebb olvashato´sa´ga kedve´-
e´rt az idegen vagy ma ma´r nem haszna´lt kifejeze´sek magyar megfelelo˝it to¨bb helyen
la´bjegyzetben hozzuk.
Az autogra´f irat kibetu˝zo¨tt forma´ban:
”
§ 1. A’ Cubus dupplicatioja1 re´gen hires volt; Problema Deliacumnak2 hivta´k;
Egy pestis alkalmatossa´ga´val azt felelte az Oraculum, hogy meg nem szu˝nik, mı´g
az Delius3 Apollo Olta´ra´t (mely Cubus volt) meg nem ketto¨ztetik. To˝rte´k feje´ket,
Plato ’s ma´sok; ’s e´szre is vette´k, hogy arra ke´t media proportionalis4 kell 1 e´s 2
ko¨zt; mert ha az elso˝nek oldala =1, a’ ke´t akkora´e´ 3
√
2, mely ha = z, teha´t 1 : z = z :
z2 = z2 : (z3 = 2). Tala´ltak is ku¨lo¨mbo¨zo˝ instrumentumokat5 ennek ve´gbe vitele´re.
Ha tetszik a Pacqult Euclidesibe megne´zheted. Azuta´n ke´t parabola a´ltal vitte´k
ve´ghez az itt legele´bb leirando modon; ’s ma´s aka´rmely ke´t Conica Sectioval6 is, ’s
ma´s modon is tsak egy Curva´val7 is.
Legyen ABC parabola´nak x az abscissa´ja, y az ordinata´ja, p a’ parametere;
ADC parabola´nak u az abscissa´ja, z az ordinata´ja, q a’ parametere; Teha´t y2 = px;
z2 = qu e´s minthogy z = x, u = y; teha´t x2 = qy. Teha´t p : y = y : x; e´s y : x = x : q.
Teha´t ha p = 1, ’s q = n; lessz 1 : y = y : y2 = y2 : (y3 = n). E´s igy y = 3
√
(q = n).
Teha´t az y oldalu cubus nszer akkora, mint az (p = 1) oldalu. [1. a´bra].
1. a´bra
NB. Olvasast e´rdemelnek az it ki-huzottak is.8
1a kocka ketto˝ze´se
2de´loszi proble´ma´nak
3De´losz (mai neve´n Dı´losz) go¨ro¨g sziget
4ko¨ze´para´nyos
5eszko¨zo¨ket
6ku´pszelettel
7go¨rbe´vel
8A ke´z´ıra´s alapja´n ke´so˝bbi bejegyze´snek tu˝nik ez a mondat.
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Jegyze´s. Tulajdonke´ppen geometrie construa´lni valamit, azt teszi, megsza´m-
la´lhato9 ollyan munka´kkal vinni ve´ghez, mellyek ko¨zzu¨l mindenik vagy az recta´t
vonni10, vagy az circulust irni11. Teha´t maga´t a’ parabola´t se lehet igy, mert oda
megsza´mla´lhatatlan12 ollyan munka´k kellene´nek, tsak egy darab minden pontjainak
megada´sa´ra; nem is lehet a’ recta´n ’s circuluson kivu¨l to¨bbet irni geometrie, sem
radix cubica´t13 kivonni, quadra´ta´t14 perse lehet a’ media proportionalis a´ltal, so˝t a’
mit nem lehet is arithmetice, 2bo˝l is ki lehet vonni, a’ hypothenusa15, melynek cat-
hetussai16 egyenlo˝k, az. A’ praxisra17 a’ calculus accura´tabb18 a’ Constructiona´l;
a’ theoria´ba sze´p. A’ re´giek sokkal ha´tra´bb is le´ve´n az Analysisbe construa´lni pro-
ba´lta´k az aequatiokat19. Sokat bajlodtak a’ trisectio angulival20 is; de az is cubica
aequatiora21 vezet, a’ mint ala´bb meg-irom; teha´t proprie geometrice nem const-
rua´lhato´; hanem meglehet algebraica vagy ugy nevezett geometrica curva´kkal, a’
mellyeknek algebraica az aequatiojak, meglehet transcendensekkel is.
A’ re´giek a’ recta´t ’s circulust, nevezte´k loca plananak a’ conica sectiokat loca
solida, a’ to¨bbit loca linearia. A’ loca solida ne´v onnan van, hogy a’ Conus Sectioja´-
bo´l hozta´k ki a Conica sectiokat. Locus geometricusnak azt a’ linea´t vagy superfici-
est22 hivja´k, melybe egy indefinita aequationak23 minden valorai24 ve´gzo¨dnek (egy
bizonyos hata´rtol ve´ve). Illyen a’ parabola y2 = pxnek. Ilyen a’ circulus mind azon
∆∆ok25 apexeinek26, mellyeknek basissok27 ab, szembe levo¨ szegletek28 = k; illyen
a’parallela dǫ az azon egy basison a´llo egyenlo˝ ∆∆oknak; a’ ke´t locus geometricus
egybe tala´lkozik, a’ hol a’ circulus e´s recta va´gja´k29 egyma´st. [2. a´bra]
§ 2. Des Cartes volt a’ legelso˝ a’ ki a’ Curva´kra applica´lta30 az aequatiokat,
e´s sza´rnyakat adott a’ felso˝bb Mathesis mezeje´re. Ugyano˝ tan´ıtotta a’ felso˝bb
aequatioknak generaliter constructiojat ko¨vetkezo˝ modon: mely szerint recta´kkal
9itt: ve´ges sok
10egyenest hu´zni
11ko¨rt rajzolni
12itt: ve´gtelen sok
13ko¨bgyo¨ko¨t
14ne´gyzetgyo¨ko¨t
15a´tfogo´ (Ero˝s a gyanu´, hogy az
”
a´tfogo´”kifejeze´snek Bolyai Farkas volt az elterjeszto˝je, e´s tala´n
a megalkoto´ja is. La´sd [2, 392–395. old.])
16befogo´i
17gyakorlatra
18pontosabb
19egyenleteket
20szo¨gharmadola´ssal
21harmadfoku´ egyenletre
22felu¨letet
23hata´rozatlan egyenletnek
24e´rte´kei, gyo¨kei
25triangulumok (ha´romszo¨gek)
26csu´csainak
27alapjuk
28szo¨gek
29metszik
30alkalmazta
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2. a´bra
meg adodnak mind a’ realis radixok31; vagy az abscissa´kkal, vagy az ordinatakkal,
a’ mit a’ dolog rendeltetik. Ke´t fo˝ mod van.
§ 3. Vagy egy Curva´val ’s az Abscissa´k line´a´ja´val estek tsak, vagy ke´t Curva´val.
I. A’ mi az elso˝t illeti: Vannak valami line´a´k, mellyeket neveznek lineae generis
parabolice; a’ Definitiojak az: A’ mely line´a´nak aequatioja y = α+βx+γx2+ δx3+
. . .+ σxn azt nevezik n gradusu parabola´nak. A’ ko¨zo¨nse´ges 2dik gradusu; mert
legyenAKB az AB az axis32, A az Abscissa´k feje, parametere p; teha´tBK2 = pAB.
Legyen ma´r O az abscissa´k feje, s’ z az ordinata; lessz (b+ x)2 = pz + a; teha´t
z = −a+b
2+2bx+x2
p ; mely vila´gos hogy a’ felso˝ forma ala´ illik; mert α =
−a+b2
p ;
β = 2bp ; γ =
1
p ; Ha a’ figura´ba b = 0nak te´tetik, ’s a is = 0, teha´t A e´s O eggyu¨ve´
esnek, akkor z = x
2
p ; α = 0; β = 0; γ =
1
p , ’s ha p = 1, te´tetik, γ = 1. [3. a´bra]
3. a´bra
Ve´tesse´k ma´r ugy is, hogy tsak b legyen = 0, a pedig nem; teha´t lessz z =
−a+ x2; teha´t az O pontnak, a’ hol x = 0, megfelelo˝ z lessz = −a; vila´gos az is,
hogy x2 addig no˝, mı´g −aval zerot tsina´l, azt va´gja a’ curva az Abscissarum linea´t.
[4. a´bra]
Ezen parabola nemu¨ line´a´knak sok ko¨z tulajdonsa´gok van. Mennek ke´t a´ggal
in ∞, sehol vissza nem te´rve. A’ recta is az, ha βa´n kivu¨l minden coefficiens33
ze´rus, a’ recta az elso˝ gradusu parabola. Hajla´saiknak leg-nagyobb sza´ma n− 1 az
n gradusunak; nem azt teszi hogy annyi van, hanem, hogy legfeljebb annyi. A ko¨z
31valo´s gyo¨ko¨k
32tengely
33egyu¨tthato´
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4. a´bra
parabola´nak 2− 1 hajla´sa van, a recta´nak 1− 1; minden abscissa´nak aka´r positiv
aka´r negativ felel meg realis ordinata egy, e´s az no˝ in ∞, minden ordinata´nak n
sza´mu abscissa felel meg, a mellyek ko¨zzu¨l lehetnek imaginaria´k is. Kepler elme´sen
caracteriza´lja a ko¨z parabola´t ’s hyperbola´t. Parabola brachia non ut hyperbola
expandit, sed contrahit ab ∞to, completu, semper plus quidem complectens, at
semper numius appetens; cum hyperbola, quo plus actu inter brachia complectitur,
hoc plus etiam appetat34. Jegyezd meg azt is, hogy parabola minden gradusu (vagy
ordoju) van, de perse hogy nem minden linea aequatioja´t lehet a felso˝ forma´ra
huzni. Ha e´rkezem teszek a’ ve´gin a line´a´k ordo´ival egy kis jegyze´st. Most a’
tze´lomhoz vissza te´rek.
§ 4. Ha egy n gradusu aequatiot kell resolva´lni, mely legyen xn +Axn−1 . . .+
Jx1+Kx0 = 0, construa´lni kell egy ollyan parabola´t, melynek aequatioja y = αx0+
βx+ γx2 . . .+ ρxn−1 + σxn ’s minthogy α, β, γ... ollyanok a’ mellyeket szabadon
lehet venni, eggyeztetni kell a’ ke´t aequatiot, ’s fel-te´ve σ = 1, A = ρ;. . . J = β,
K = α, ki-kell keresni mekkora´knak kell venni a’ go¨ro¨g coefficienseket, hogy e´ppen a
fel-adott aequatio fejezo¨dje´k ki. Akkor yt= 0 kell tenni; Az irt linea az Abscissarum
line´a´t, a’ ha´ny realis valora van az aequationak, annyiszor va´gja, ’s azon va´ga´s
pontjaiig vett abscissa´k az aequatioba x helyibe te´ve, yt nulla´ teszik; teha´t azon
xek (a’ mint lesznek az abscissa´k feje´to˝l ke´t fele´ positiv vagy negativ) ra´dixai az
aequationak. A’ mely radix tsak imaginaria vagy impossibilis, az tsak algebrai valor,
teha´t annak nem felel meg a´ltal-va´ga´s pontja.
I´gy ha´t lehet a cubica parabola´val is nsuplicalni a’ Cubust. Aequatioja annak
ez; y = α+ βx+ γx2 + δx3. Tsak ezt kell megfejteni x3 − n = 0 (a’ mint feljebb
megmondatott) teha´t ezt a’ lineat kell construa´lni y = −n+ x3; a ’hol α = −n,
β = 0, γ = 0, δ = 1, ha´rom radixa van ezen aequationak 0 = x3 − n, de tsak egy
realis radix cubica´ja van nnek; x pedig = 3
√
n; ez a’ radix meg-adodik az egy a´ltal
va´ga´s pontja´val, az abscissa´k feje´to˝l addig vett ab abscissa´val; e´s ez lessz az n akkor
a cubus oldala.
Jegyze´s. A’ parabola nemu˝ linea´nak construa´lni perse aka´r ha´ny pontja´t lehet,
mert geometrice multiplica´lni35, ko¨vetkeze´ske´ppen ege´sz potentia´kra36 emelni is,
34A parabola a karjait nem u´gy ta´rja sze´t, mint a hiperbola, hanem o¨sszehu´zza a teljes ve´gte-
lense´gbo˝l. Igaz ugyan, hogy egyre to¨bbet o¨lel a´t, de egyre keve´sbe´ ta´rul sze´t. A hiperbola azonban,
mine´l to¨bb van te´nylegesen a karjai ko¨zo¨tt, egyre inka´bb sze´tta´rul. (Ko¨nyves To´th Ka´lma´n ford´ı-
ta´sa).
35szorozni
36hatva´nyokra
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divida´lni37 is lehet, tsak radixot nem lehet vonni quadratan felju¨l. Multiplica´lni ’s
divida´lni quarta proportionalis kerese´se a´ltal lehet; a’ multiplicatioba az ege´sz egy
dolog lefolya´sa alatt azon egy Unitas38 a´ll elo˝l, a’ divisioba a’ divisor a´ll elo˝l, az
Unitas ma´sodik helyt. De ko¨nnyebb modon tsina´lni igy tanitatik.
Le´gyen E az Abscissa´k [. . . ] le´gyen EF (mind a ke´tfele´ continua´lva)39 ’s
unita´snak ve´tetve; ’s ahoz ke´ppest te´tessenek fel α, β, γ, δ ...egyma´s uta´n; az a pont
ahol a’ hol a’ legfelso˝bb (irt A) ve´gzo¨dik, neveztesse´k Anak, az also ve´ge, mely felso˝
a’ ko¨vetkezo˝ gra ne´zve, legyen β ’s ugy tova´bb. Ha ma´r meg kell kapni a Q pontrol
emelt perpendicularisnak mint ordinata´nak nagysa´ga´t; vonattasse´k AG parallela
EFhez, szintugy bh, ci; meghata´roztatnak b, c pontok. GB, hC recta´k a´ltal; ’s
ibo˝l Dhez vont recta megadja d pontot az ordinata ve´ginek. I´gy lehet megkapni az
ordinata ve´ge´t, xnek ve´ge aka´rhol ve´tesse´k Eto˝l aka´r jobb aka´r bal felo˝l. [5. a´bra]
Ezt ı´gy lehet megmutatni. Ha jo´ ez a mod az n gradusu parabola´ra, jo´ az n+ 1
gradusura is. Ma´r meg-kell mutatni a Minort is, s a Majort is. Az elso˝ gradusura
ugymint a’ recta´ra, ’s a’ ma´sodik gradusura ko¨nnyu˝ megmutatni.
5. a´bra
BK = 1, KG = β, BH = x; Tova´bba´ BK : KG = BH : Hb; teha´t bH = βx;
e´s ı´gy y = α+ βx = α+ βx+ γx2 + δx3 . . . az az illik ezen forma ala´, ha a’ to¨bb
coefficiens = 0. [6. a´bra] Meg lehet a’ 2dik gradusra is ko¨nnyen mutatni. De ma´r a’
majorra mutatom meg.
Legyen S egy az irt modon tala´lt pont, melyro˝l igaz, hogy SQ = a+ bx+ cx2+
dx3 . . . teha´t mivel itt a’ Cbo˝l EFhez vont parallela´k ahol (α+ β) = CE a´ll az a
helyett, ha azon felju¨l ko¨vetkezve vannak te´ve egyma´s uta´n γ, δ, . . . ; teha´t ha igaz
a’ to¨rve´ny SQrol, u´gy SQ = (α+ β) + γx+ δx2 + . . . . De dT [. . . ] proportionalis
(DM = 1)hez (MN = ST = SQ− α); e´s xhez; teha´t 1 : x = β + γx+ δx2 : βx+
γx2 . . .+ δx3 . . . ; E´s ı´gy (dT + FQ = dQ) = α+ βx+ γx2 + δx3 . . . . Teha´t Sro˝l
helyes a’ constructio a’ ∗ pontra. [7. a´bra.]
37osztani
38egyse´g
39meghosszab´ıtva
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6. a´bra
7. a´bra
De meg kell jegyezni, hogy ha valamelyik a’ Coefficiensek ko¨zzu¨l = 0; legyen
felteszen y = −n+ x3 = −n+ 0x+ 0x2 + 1x3; ekkor x = −n; ezt le-fele´ kell venni;
legyen = ED; β = 0, γ = 0 de maradjanak ott a’ betu¨k, ugy hogy DC = β e´s
CB = γ mint-egy folyjanak egy pontba; azuta´n ko¨vetkezik A = 1 = EF , azt B bo˝l
Aig mint posiociot felfele´ kell transfera´lni; s a’ betu¨k megtartva, e´ppen ugy kell
meg-kapni az c pontot a’ hol a’ ∗ van, ’s a Q lesz az ordina´ta. . . [8. a´bra]
§ 5. II. Ma´r menyek a’ ma´sik modra, hogy kellesse´k ke´t Curva´val meg-fejteni
a’ felso˝bb egyenletet. Mikor ke´t linea egyma´st va´gja, vagy e´ppen azon egy az
ordina´ta´ja´t, vagy legala´bb a’ tetejek eggyu¨tt ve´gzo˝dik. Legyen azon esetre eggyike´
y, a’ ma´sike´ z, e´s z functioja ynak; ’s y is z is functioja xnek; teha´t z = φ(y),
y = f(x), z = F (x); Az elso˝bo˝l ’s utolso´bo´l y megint egy bizonyos functioja xnek,
legyen ψ(x); teha´t f(x) = ψx; Ezen aequatio, melybe ma´r nints az elimina´lt y,
ordina´ltatva, a’ ha´nyadik gradusu lessz, annyi algebraicus va´lora van benne az xnek,
mellyek lehetnek imposibilisek is, a realis va´lorokat pedig (a’ mint positivok vagy
negativok ’s a’ mekkora´k) mind kimutatja´k az abscissa´k azoknak feje´to˝l ve´ve azon
pontokig, mellyekro˝l emelt ordinata´k, azon Curva´knak egyma´st va´ga´sa pontjaiba
ve´gzo¨dnek. Minthogy, ha y functioja xnek, x is az ynak, teha´t ha x elimina´ltatik a’
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8. a´bra
ke´t indefinita aequatiobol, hogy definita legyen, akkor a’ va´ga´s pontjairol botsa´tott
ordina´ta´k a’ radixok; a’ mint a’ ko¨vetkezo˝ pe´lda mutatja.
Itt is perse (mint feljebb) a’ fel-adott megfejtendo˝ egyenletet eggyeztetni kell;
az-az minekuta´nna mind az mind az ı´rt f(x) = ψ(x), ordina´ltattak, a’ Coefficien-
seket egyenlo˝itve´n, ki-kell keresni az f(x) = ψ(x)be le´vo˝ csusza´sokat, hogy azon
Curva´k, a’ tze´lra construa´ltassanak; melyhez ritka szemesse´g s egybe ne´ze´s kell.
Tova´bba´ ollyan ke´t linea kell, a’ mellyek va´ghassa´k egyma´st annyi pontba, a’ ha´ny
gradusu a’ meg-fejtendo˝ egyenlet; biquadratica´ra ele´g a’ parabola s circulus, a’
mint mindja´rt le-irom. Egy m ordoju linea nem va´ghatja to¨bb pontba az n ordo-
jut mnszerne´l. Neveztetik pedig m ordojunak egy linea, ha az aequatioja´nak egy
terminussa´ba sem menyen to¨bbre; mne´l sem az ynak sem az xnek exponense, sem
az x e´s y exponenseiknek summa´ja, de valamellyikbe menyen mre. Az 2di ordinis
line´a´nak generalis aequatioja az y = α+ βx+ γy + δxy + κx2 + λy2 . Nints to¨bb
a’ Conica Sectioknal, a’ Circulust is oda e´rtve; van demonstra´lva Ka¨stnerbe is.
Jegyezd meg ezt a’ sort I.) a; II.) bx,cy; III.) dx2, exy, fy2; IV.) gx3, hx2y, iy2x,
ky3; s ı´gy tova´bb. Az elso˝ rangu´ linea (mely a’ recta) tart az equatioja´ba a’ IIbo˝l
valamely terminusa a’ ma´sodik rangu a IIIdikbo´l szu¨kse´g, hogy tartsa valamely
terminust; a’ 3dik rangu a’ IVbo˝l s ugy tova´bb, de egyik sem tarthat egy terminust
is a ko¨vetkezo˝kbo˝l.(∗)40
Meg ne´zheted annak is demonstratioja´t, vagy ha kiva´nod, le irom; de meg
e´rtheted: mie´rt nevezik azon lineat m+ n ordojunak, melynek aequatioja´ba xmyn
van. A fo˝ idea ez. Aka´rmely algebraica curva´ra ne´zve, ha va´ltozik az abscissa´k
linea´ja, feje, ’s az ordina´ta´k szeglete (maga a’ curva ott maradva´n) nem bajos
az aequatioja´t meg tala´lni, mive´ va´ltozik. S meg-tetszik, hogy akkor az ele´bbi
x hellyibe a+ x vagy y hellyibe b+ y jo˝, vagy x hellyibe cx, y hellyibe y + gx,
x hellyibe x+ hk y; y hellyibe sy − ptq y; E´s ı´gy la´tszik, hogy a’ substitutioba az x
e´s y exponensei megmaradnak; de megeshetik, hogy fel-teszem x hellyibe jo˝ve´n
40(∗)
”
Olvasd meg Segner, Cursus Mathematic Pars Secunda pag. 432 [. . . ]” (Bolyai Farkas
la´bjegyzete a ke´ziraton.) E ko¨tet szerzo˝je Segner Ja´nos Andra´s (1704–1777) magyarorsza´gi sza´r-
maza´su´ matematikus, fizikus e´s orvos.
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x+ hk y, teha´t x
2 hellyibe lessz x2 + h
2
k2 y
2 + 2hk xy; ı´gy lehet x
mre ko¨nnyen e´rteni
(∗∗)41 . De megint a’ tze´lra te´rek.
§ 6. Parabola´val ’s circulussal construa´lni a’ biquadratica aequatiot, s a’ Cubi-
ca´t is ı´gy lehet aka´r az ordina´ta´kkal, aka´r az abscissa´kkal adva´n meg a’ radixiokat.
Va´gja AM parabola´t KM circulus, melynek centruma G; a’ parabola or-
dina´ta´ja y, a’ circulusa y − c; a’ parabola´ba y2 = px, a’ circulusba (y − c)2 =
r2 − (b− x)2; a’ parabola abscissa´ja x, a’ circuluse´ b− x, a’ parabola´bol x = y2p ;
mellyet substina´lva a’ circulus aequatioba x elimina´lo´dik, ’s lessz ha ordina´lodik.
y4 + p2
−2pb

y2 − 2p2cy + p2
b2
+c2 = 0
−r2
Legyen a’ biquadratica aequatio mellyet meg kell fejteni z4+Bz2+Cz+D =
0; Tsak a’ coefficienseket kell eggyeztetni, fel-te´ve B = p2 − 2pb, C = 2p2c; D =
p2(b2+ c2− r2); ’s ha ki-jo¨nnek p, b, c, r, az a´ltal meg-ado´dik a’ circulus centruma,
ra diussa, ’s a’ ha´ny valosa´gos radixa lessz az aequationak, annyi helyt va´gja a’
parabola a’ circulust, ’s az ordinata´k meg-adja´k a’ radixokat. [9. a´bra]
9. a´bra
A’ mi a’ Cubica´t illeti. Legyen r2 = b2+ c2; akkor a’ circulus va´gja a’ parabola´t
A vertexbe; teha´t y = 0, e´s ez radixa az aequationak, mert akkor az utolso´ tag
= 0, s a’ to¨bbi is mind 0; teha´t y − 0 = 0 az egyik factor melybo˝l a´ll az aequatio;
ko¨vetkeze´ske´ppen lesz
y3 + a2
−2ab
 y − 2a2c = 0;
Ezt egyeztetni kell egy ollyan cubica aequatioval, melynek a ma´sodik tagja el-
enye´sztetett. Te´tesse´k p2 − 2pb = B; −2p2c = C; s hata´roztassanak meg p, b, C;
de ke´t aequatio van, ’s ha´rom ismeretlen; teha´t eggyiket fel kell venni; ve´tesse´k p
aze´rt, hogy oszta´n egy parabola ma´s cubica aequationak meg-fejte´se´re is szolga´l.
Ve´tethetik p unita´snak is; Teha´t b = h2 − B2 ; c = −C2 . Teha´t meg-ado´dik a’ circulus
centruma, s onnan a vertexig lesz a radix. Olvasd me´g Ka¨stnert, Analysis der
endlichen grossen III. Auflage, pag. 342.”
41
”
ugyan ott tovabb” (Bolyai Farkas la´bjegyzete a ke´ziraton)
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Re´go´ta ismert az a feljegyze´s Bolyai Ja´nos ke´ziratos hagyate´ka´bo´l, amelyen
Bolyai az egyenlo˝ oldalu´ hiperbola seg´ıtse´ge´vel osztott fel ha´rom egyenlo˝ re´szre
egy szo¨get [5]. Szinte´n jo´l ismert, hogy Bolyai Ja´nos az Appendixben – ahogy az
a mu˝ eredeti c´ıme´ben is szerepel – az u´n. S-rendszerben (a Bolyai-Lobacsevszkij-
fe´le geometria´ban) megmutatja, hogy lehetse´ges a ko¨r geometriai ne´gyszo¨ges´ıte´se.
A ko¨zelmu´ltban feldolgozott Bolyai-ke´ziratok arro´l tesznek tanu´sa´got, hogy mind
Bolyai Ja´nos (l. BJ 1114/2, 2v) [3, 4], mind Bolyai Farkas behato´an tanulma´nyozta
a kockaketto˝ze´s feladata´t is, vagyis a Bolyaiak mindha´rom h´ıres go¨ro¨g szerkeszte´si
proble´ma´val eredme´nyesen foglalkoztak.
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Pe´ter Ga´bor Szabo´, Ro´bert Ola´h-Ga´l: Farkas Bolyai’s manuscript on
the cube duplication
In this paper Farkas Bolyai’s manuscript on a famous Greek problem of antiquity
is published. This problem is the duplication of the cube. Farkas Bolyai’s work
is a part of a letter to his son Ja´nos, who studied in Vienna. Farkas is shortly
summarized the history of the problem and described some approaches based on
conic sections and curves. The text is interesting along with mathematical subject
in linguistic point of view too.
The original manuscript is in the Bolyai’s Collection of the Library of the
Hungarian Academy of Sciences in Budapest.
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BOLYAI JA´NOS BU˝VO¨S NE´GYZETE´NEK EGY
A´LTALA´NOSI´TA´SA´RO´L
SZABO´ PE´TER GA´BOR
Bu˝vo¨s ne´gyzetnek nevezzu¨k az olyan ne´gyzetes sza´mta´bla´zatot, amelyben minden
sorban e´s oszlopban, valamint a ke´t a´tlo´ban a´llo´ elemek o¨sszege azonos. Ezt a kons-
tans e´rte´ket szoka´s
”
bu˝vo¨s o¨sszegnek” is mondani. Bolyai Ja´nos Marosva´sa´rhelyen
o˝rzo¨tt ke´ziratos hagyate´ka´ban Kiss Eleme´r Bolyai-kutato´ egy 3× 3-as nem szokva´-
nyos bu˝vo¨s ne´gyzetet tala´lt [2]. Bolyai bu˝vo¨s ne´gyzete´nek e´rdekesse´ge, hogy benne
ha´rom szabadon va´laszthato´ e´rte´k x, y e´s b seg´ıtse´ge´vel hata´rozhatjuk meg a to¨bbi
elemet (1. a´bra). A ke´ziratlapja´nak ve´ge´n Bolyai felveti, hogy a´ltala´nos´ıtsuk az
elo˝bbi 3× 3-as bu˝vo¨s ne´gyzetet tetszo˝leges n× n-es ne´gyzetre. Ennek egy lehetse´-
ges mo´dja´t itt mutatjuk.
1. a´bra. Bolyai Ja´nos bu˝vo¨s ne´gyzete
Tekintsu¨k az ala´bbi olyan n× n-es sza´mta´bla´zatot (n ≥ 3), amelynek n(n− 2)
eleme´t szabadon va´laszthatjuk, e´s ezen elemeket a b betu˝jellel, valamint a helyu¨knek
megfelelo˝ indexpa´rral jelo¨lju¨k. A to¨bbi 2n darab elemet a-val e´s a hozza´ tartozo´
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indexekkel jelo¨lju¨k. Legyen tova´bba´ B a ta´bla´zathoz tartozo´ bu˝vo¨s o¨sszeg.
b11 b12 . . . b1,n−1 a1n
...
...
. . .
...
...
bn−2,1 bn−2,2 . . . bn−2,n−1 an−2,n
an−1,1 bn−1,2 . . . bn−1,n−1 an−1,n
an1 an2 . . . an,n−1 ann
Sza´mı´tsuk ki az a-val jelo¨lt e´rte´keket a b-vel jelo¨lt szabadon va´laszthato´ elemek
seg´ıtse´ge´vel a ko¨vetkezo˝ mo´don:
1. le´pe´s. Hata´rozzuk meg az utolso´ oszlop elso˝ n− 2 eleme´t:
ain = B −
n−1∑
j=1
bij , ahol (1 ≤ i ≤ n− 2).
2. le´pe´s. Hata´rozzuk meg az utolso´ sornak a 2.-to´l az (n− 1)-dik eleme´ig tarto´
e´rte´keit:
anj = B −
n−1∑
i=1
bij , ahol (2 ≤ j ≤ n− 1).
3. le´pe´s. Hata´rozzuk meg a bal also´ sarokban le´vo˝ elemet az a1n seg´ıtse´ge´vel,
valamint az alapja´n, hogy az a´tlo´ban a´llo´ elemek o¨sszege B kell, hogy legyen:
an1 = B − a1n −
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 = B −
(
B −
n−1∑
j=1
b1j
)
−
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 =
=
n−1∑
j=1
b1j −
n−1∑
i=2
bi,n−i+1.
4. le´pe´s. Hata´rozzuk meg az an−1,1 elemet az elo˝bb kisza´molt an1 felhaszna´la´sa´val:
an−1,1 = B − an1 −
n−2∑
i=1
bi1 = B −
n−1∑
j=1
b1j +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 −
n−2∑
i=1
bi1.
5. le´pe´s. Hata´rozzuk meg az an−1,n elemet az elo˝bbi an−1,1 seg´ıtse´ge´vel:
an−1,n = B − an−1,1 −
n−1∑
j=2
bn−1,j =
= B −
(
B −
n−1∑
j=1
b1j +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 −
n−2∑
i=1
bi1
)
−
n−1∑
j=2
bn−1,j =
=
n−1∑
j=1
b1j −
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 +
n−2∑
i=1
bi1 −
n−1∑
j=2
bn−1,j .
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Az eddigi le´pe´sek egye´rtelmu˝ek voltak abban az e´rtelemben, hogy egyetlen
sza´mola´si szaba´ly genera´lta a soron ko¨vetkezo˝ u´j e´rte´k meghata´roza´sa´t. Ahhoz
azonban, hogy a ve´geredme´nyke´nt ado´do´ ta´bla´zat valo´ban bu˝vo¨s ne´gyzet legyen,
szu¨kse´ges az is, hogy az utolso´ le´pe´sben kisza´molando´ ann elem is egye´rtelmu˝
legyen. A vizsga´lat ta´rgya´t itt az jelenti, hogy mivel az ann meghata´roza´sa´ra
ha´rom mo´d is k´ına´lkozik, hiszen az utolso´ oszlopban, az utolso´ sorban, valamint az
a´tlo´ban a´llo´ elemek o¨sszege is B, ı´gy fontos elleno˝rizni, hogy az a´ltalunk vizsga´lt
ne´gyzetben a ha´rom sza´mola´si mo´d ugyanazt az e´rte´ket adja-e. Ez persze fu¨ggeni
fog a B e´rte´ke´to˝l, de pont ezek az egyenlo˝se´gek fogja´k maga´t a bu˝vo¨s o¨sszeget is
ı´gy meghata´rozni. La´ssuk ha´t az utolso´ le´pe´st!
6. le´pe´s. Hata´rozzuk meg az ann elemet.
6.1. Az a´tlo´ban a´llo´ elemek alapja´n:
ann = B −
n−1∑
i=1
bii.
6.2. Az utolso´ oszlopban a´llo´ elemek alapja´n (az an−1,n elemet sza´nde´kosan ku¨lo¨n
ı´rva):
ann = B − an−1,n −
n−2∑
i=1
ain =
= B −
n−1∑
j=1
b1j +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 −
n−2∑
i=1
bi1 +
n−1∑
j=2
bn−1,j −
n−2∑
i=1
(
B −
n−1∑
j=1
bij
)
.
6.3. Az utolso´ sorban a´llo´ elemek alapja´n (az an1 elemet sza´nde´kosan ku¨lo¨n ı´rva):
ann = B − an1 −
n−1∑
j=2
anj = B −
n−1∑
j=1
b1j +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 −
n−1∑
j=2
(
B −
n−1∑
i=1
bij
)
.
A ha´rom sza´mı´ta´s sora´n kapott e´rte´keknek azonosnak kell lenniu¨k. Elleno˝rizzu¨k
elo˝szo¨r a 6.2. e´s 6.3. esetben kapottakat. Ko¨nnyen la´thato´, hogy az elso˝ ha´rom tag
B −
n−1∑
j=1
b1j +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1
azonos a ke´t kifejeze´sben, teha´t ezeket elhagyhatjuk. Igazolando´, hogy
−
n−2∑
i=1
bi1 +
n−1∑
j=2
bn−1,j −
n−2∑
i=1
(
B −
n−1∑
j=1
bij
)
= −
n−1∑
j=2
(
B −
n−1∑
i=1
bij
)
.
Mindke´t oldalhoz adjunk (n− 2)B-t:
−
n−2∑
i=1
bi1 +
n−1∑
j=2
bn−1,j +
n−2∑
i=1
n−1∑
j=1
bij =
n−1∑
j=2
n−1∑
i=1
bij .
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A bal oldalon a´ll teha´t
n−2∑
i=1
n−1∑
j=1
bij −
n−2∑
i=1
bi1 +
n−1∑
j=2
bn−1,j =
n−2∑
i=1
n−1∑
j=1
bij −
n−2∑
i=1
bi1 +
n−1∑
j=1
bn−1,j − bn−1,1 =
=
n−1∑
i=1
n−1∑
j=1
bij −
n−2∑
i=1
bi1 − bn−1,1 =
n−1∑
i=1
n−1∑
j=1
bij −
n−1∑
i=1
bi1 =
n−1∑
i=1
n−1∑
j=2
bij ,
ami ı´gy ma´r la´thato´, hogy egyenlo˝ a jobb oldallal. Mivel a 6.1 esetben is ugyanezt
kell, hogy kapjuk, mint a 6.2. e´s a 6.3. esetekben, ı´gy ez csak u´gy ko¨vetkezhet be, ha
B −
n−1∑
i=1
bii = B −
n−1∑
j=1
b1j +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1 −
n−1∑
j=2
(
B −
n−1∑
i=1
bij
)
,
vagyis
B =
1
n− 2
( n−1∑
i=2
bii +
n−1∑
i=1
n−1∑
j=2
bij −
n−1∑
i=1
b1i +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1
)
.
Az o¨sszegeket tanulma´nyozva egy kis egyszeru˝s´ıte´si leheto˝se´gu¨nk is van
B =
1
n− 2
( n−1∑
i=2
bii +
n−1∑
i=2
n−1∑
j=2
bij +
n−1∑
i=2
bi,n−i+1
)
,
vagy me´g egyszeru˝bben
B =
1
n− 2
n−1∑
i=2
(
bii +
n−1∑
j=2
bij + bi,n−i+1
)
.
Elleno˝rze´ske´nt la´ssuk mit ad a bu˝vo¨s o¨sszegre levezetett a´ltala´nos formula a Bolyai
Ja´nos a´ltal is vizsga´lt n = 3 esetben.
B =
1
n− 2
n−1∑
i=2
(
bii +
n−1∑
j=2
bij + bi,n−i+1
)
= b22 + b22 + b22 = 3b22,
vagyis a 3× 3-as bu˝vo¨s ne´gyzet esete´n a ta´bla´zat ko¨zepe´n le´vo˝ sza´m ha´romszorosa
ado´dik, ahogyan terme´szetesen Bolyaina´l is (az o˝ jelo¨le´seit haszna´lva 3b). A bu˝-
vo¨s o¨sszeg tanulma´nyoza´sa tova´bbi e´rdekes e´szreve´teleket eredme´nyezhet. La´thato´
pe´lda´ul, hogy B pontosan azokto´l az elemekto˝l fu¨gg, amelyek nincsenek a bu˝vo¨s
ne´gyzet pereme´n, vagyis amely elemek indexei ko¨zo¨tt nincs 1 e´s n.
Befejeze´su¨l megeml´ıtju¨k, hogy Kiss Eleme´r egyik munka´ja´ban azt is le´ırta [3],
hogy Bolyai bu˝vo¨s ne´gyzete´nek ko¨zle´se uta´n De´nes Jo´zsef felh´ıvta a figyelme´t Jack
Chernick egy 1938-ban bizony´ıtott Bolyaie´hoz nagyon hasonlo´ vizsga´lata´ra [1].
Chernick a maga bu˝vo¨s ne´gyzete´t abbo´l a ce´lbo´l ko¨zo¨lte, hogy megmutassa minden
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3× 3-as bu˝vo¨s ne´gyzet ha´rom va´ltozo´val szerkesztheto˝. Vegyu¨k e´szre, hogy ugyan-
ezt Bolyai Ja´nos is a maga bu˝vo¨s ne´gyzete´nek megada´sa´val megmutatta, illetve
a fentiek alapja´n e´ppen az o˝ pe´lda´ja´t a´ltala´nos´ıtva azt is la´thatjuk, hogy minden
n× n-es bu˝vo¨s ne´gyzet n(n− 2) va´ltozo´val szerkesztheto˝ (n ≥ 3). Megmutathato´,
hogy n(n− 2) darab va´ltozo´ itt szu¨kse´ges is az a´ltala´nos esetben. Chernick szinte´n
eljutott ehhez az a´ll´ıta´shoz, haba´r a bizony´ıta´sa´ban az o˝ konstrukcio´ja ma´s, mint
a fenti.
Irodalom
[1] Jack Chernick, Solution of the general magic square, Amer. Math. Monthly, 3 (1938),
172–175.
[2] Kiss Eleme´r, Matematikai kincsek Bolyai Ja´nos ke´ziratos hagyate´ka´bo´l, Akade´mai e´s
Typotex Kiado´, Budapest (1999).
[3] Kiss Eleme´r, U´jabb kincsek Bolyai Ja´nos hagyate´ka´bo´l, E´let e´s Tudoma´ny, LVI. e´vf.
19. sza´m, 2001. ma´jus 11.
Pe´ter Ga´bor Szabo´: On a generalization of the magic square of Ja´nos
Bolyai
Ja´nos Bolyai constructed a general 3× 3 magic square using 3 variables. In this
paper we presented a generalization of this result for the case n× n (n ≥ 3). We
proved that the magic square of order n constructed by n(n− 2) variables. This
proof based on Bolyai’s example and it is different from Chernick’s proof.
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BOLYAI FARKAS MA´SODIK DOLGOZATA
A PA´RHUZAMOSOK ELME´LETE´RO˝L
WESZELY TIBOR
Bolyai Farkas egyike a vila´g azon matematikusainak, akik 2000 e´ven a´t az euklide-
szi pa´rhuzamossa´gi axio´ma bebizony´ıta´sa´n fa´radoztak. Erre a to¨rekve´sre az adott
okot, hogy Euklide´sz (kb. i.e. 330–275) Elemek c´ımu˝ mu˝ve´nek eleje´n felsorolt axi-
o´ma´k e´s posztula´tumok azonnal bela´thato´ egyszeru˝ kijelente´sei ko¨zo¨tt, a pa´rhu-
zamossa´gi axio´ma valahogy elu¨to¨tt a to¨bbito˝l. A bonyolultabb megszo¨vegeze´se is
sokakban ke´telkede´st e´bresztett. Vagyis, nem tekintette´k
”
azonnal bela´thato´”-nak,
mint ahogyan azt a bizony´ıta´s ne´lku¨l elfogadott alapigazsa´gokto´l a´ltala´nosan elva´r-
ta´k. I´gy voltak akik azt hitte´k, hogy Euklide´sz itt egy bizony´ıthato´ te´telt sorolt az
axio´ma´k ko¨ze´. Ez a ke´rde´s a 18. sza´zadban a go¨ttingai egyetemen is a sokat vita-
tott vizsga´lando´ ke´rde´sek ko¨ze´ tartozott ott, ahol ebben az ido˝ben Bolyai Farkas
e´s Carl Friedrich Gauss dia´kta´rsak voltak. Amikor Farkas 1804-ben a marosva´sa´r-
helyi reforma´tus kolle´gium matematika-fizika-ke´mia professzora lesz – mely sta´tus
hallgato´lagosan a tudoma´nyos kutata´st is elva´rta –, u´jbo´l elo˝veszi a pa´rhuzamos
egyenesek ke´rde´se´t, amelyet annakideje´n az egyetemi e´vek alatt Gauss-szal ta´r-
gyaltak. Ro¨videsen meg´ırja
”
A pa´rhuzamosak elme´lete” c´ımu˝ elso˝ tudoma´nyos dol-
gozata´t, melyet az 1804. szeptember 16-a´n Gausshoz ı´rt levele´hez csatol. A nagy
ne´met matematikus, me´g azon e´v november 25-e´n va´laszol, melyben ko¨zli, hogy
bara´tja melyik a´ll´ıta´sa´val nem e´rt egyet. U´gy tu˝nik, hogy Farkas ezuta´n hossza-
san te´pelo˝do¨tt ezen a ke´rde´sen, mert ezzel kapcsolatban csak 1808. december 27-e´n
ı´rt levele´ben te´r ki re´szletesebben u´jra, mely levele´hez
”
A pa´rhuzamosak elme´lete´-
nek toldale´ka” c´ımu˝ ma´sodik dolgozata´t melle´keli. Ebben is, aka´rcsak az elso˝ben,
az Euklide´sz a´ltal az axio´ma´k ko¨ze´ sorolt, pa´rhuzamosokra vonatkozo´ kijelente´se´t
pro´ba´lja bizony´ıtani. Arra to¨rekszik, hogy a Gauss a´ltal jelzett kifoga´sokra adjon
va´laszt, de a ce´l e´rdeke´ben, e´rdekes mo´don, nemcsak kiza´ro´lag matematikai, hanem
ma´r szinte filozo´fiai ko¨rmo¨nfont e´rveket is felhaszna´l. Ma ma´r tudjuk, hogy Farkas
akkori fa´radoza´sa, aka´rcsak 2000 e´ven a´t e te´ma´val foglalkozo´ to¨bbi matematikus
ta´rsa´e´, hia´bavalo´ volt, mivel ennek az
”
axio´ma´nak” igaz vagy nem igaz volta´t, egy
vele ekvivalens kijelente´s a´ll´ıta´sa´nak vagy tagada´sa´nak a felhaszna´la´sa ne´lku¨l nem
lehet eldo¨nteni. Gauss az uto´bbi leve´lre ma´r nem va´laszolt. E´rdekes, hogy a ke´so˝bbi
Bolyai kutato´k, akik Farkas pa´rhuzamosokra vonatkozo´ vizsga´lataira is re´szleteseb-
ben kite´rtek, csupa´n az elso˝ dolgozata´val foglalkoztak kisebb-nagyobb me´rte´kben,
mı´g a ma´sodikat, a legto¨bb esetben, me´g meg sem eml´ıtette´k. Ha esetleg eml´ıte´st
tettek ro´la, csupa´n annyit jegyeztek meg, hogy ez is egy sikertelen pro´ba´lkoza´sa
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volt Farkasnak, melyre Gauss va´lasza is elmaradt. Tala´n emiatt is e´rdekes lenne
Bolyainak ebbe a dolgozata´ba kisse´ re´szletesebben bepillantani.
Amint a ma´sodik dolgozata´nak a c´ıme is jelzi, az ebben kifejezett gondola-
tok szorosan kapcsolo´dnak az elso˝ dolgozat tartalma´hoz. I´gy ennek mege´rte´se´hez
szu¨kse´ges ro¨viden felva´zolni az elso˝ dolgozat fo˝bb gondolatait e´s elja´ra´sait.
Aka´rcsak a pa´rhuzamosokkal foglalkozo´ sza´mos elo˝dje, Bolyai Farkas is szila´r-
dan hitte, hogy a pa´rhuzamossa´gi axio´ma nem fu¨ggetlen a to¨bbi axio´ma´to´l, vagyis
azokbo´l levezetheto˝. Teha´t csak a bizony´ıta´sa´t kell megkeresni. E te´ma´val foglal-
kozo´ matematikusok jelento˝s re´sze u´gy pro´ba´lta ezt a ke´rde´st megoldani, hogy nem
direkt a pa´rhuzamossa´gi axio´ma kijelente´se´t (mely szerint: ha ke´t s´ıkbeli egyenest
egy harmadikkal metszu¨nk, akkor ez a ke´t egyenes a metszo˝ egyenes azon oldala´n
tala´lkoznak, ahol a keletkezett ke´t belso˝ szo¨g o¨sszege kisebb mint ke´t dere´kszo¨g),
hanem ezen axio´ma´val ekvivalens, esetleg ko¨nnyebben kimutathato´ a´ll´ıta´st igye-
keztek bebizony´ıtani. Innen pedig ma´r csak egy le´pe´s a pa´rhuzamossa´gi axio´ma
igazola´sa. Egy ilyen ekvivalens a´ll´ıta´s, melyet dolgozata´ban Bolyai Farkas igazolni
akart az, hogy: egy egyenes ta´volsa´gvonala szinte´n egyenes. Vagyis: a s´ıkban egy
egyenesto˝l, az egyenes a´ltal meghata´rozott egyik fe´ls´ıkban tala´lhato´ ugyanolyan
ta´volsa´gra le´vo˝ pontok egy egyenesen vannak. Bolyainak az elso˝ dolgozata´ban ko¨-
zo¨lt bizony´ıta´si k´ıse´rlete ro¨viden a ko¨vetkezo˝.
Legyen d egy adott egyenes e´s rajta az MN szakasz (1. a´bra).
1. a´bra
Az MN szakasz Q felezo˝pontja´ban felveszi a d egyenesre mero˝leges QP sza-
kaszt. Nevezzu¨k az MN e´s QP egyenes szakaszokbo´l o¨sszetett ford´ıtott T alaku´
merev alakzatot T-nek. Ezt a T-t most u´gy tekinti mint egy
”
geometriai mozgat-
hato´”-t, e´s ennek MN szakasza´t a d egyenesen csu´sztatja ve´gig az egyenes mindke´t
ira´nya´ban. A P pont a´ltal le´ırt go¨rbe´t L-lel jelo¨li, mely nyilva´n nem ma´s, mint a
d egyenes ta´volsa´gvonala. Farkas azt akarja bebizony´ıtani, hogy az L egyenes. Bizo-
ny´ıta´sa´ban a reductio ad absurdum mo´dszere´t alkalmazza, melynek alapja´n felteszi,
hogy L nem egyenes, e´s innen ellentmonda´shoz akar jutni.
Ko¨ru¨lme´nyes e´s apro´le´kos bizony´ıta´s uta´n kimutatja, hogy ha L nem egyenes,
akkor a 2.a) vagy 2.b) a´bra´k a´ltal jelzett alakok ko¨zu¨l az egyik kell, hogy legyen,
melyekbe akkor az AB,BC,CD, . . . egyenlo˝ hu´rokbo´l a´llo´ ABCD . . . domboru´
to¨ro¨ttvonal ı´rhato´, melyet Π-vel jelo¨l.
Mindke´t esetben ez a 3. a´bra´n la´thato´ helyzetbe hozhato´, ahol ezuta´n felveszi
az AB hu´r Kϕ felezo˝ mero˝legese´t (melyro˝l kimutatja, hogy ez az L ta´volsa´gvonal
szimmetriatengelye is), valamint a hu´r K felezo˝pontja ko¨ru¨l forgo´ q egyenest. Ezt
a q egyenest u´gy forgatja a K pont ko¨ru¨l, hogy rendre a´tmenjen az L-be ı´rt Π to¨-
ro¨ttvonal B,C,D, . . . csu´cspontjain. Kisse´ hosszadalmas elja´ra´ssal kimutatja, hogy
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2. a´bra
3. a´bra
a ra´ ko¨vetkezo˝ be nem futott csu´cspont a q-hoz viszony´ıtva a Kϕ fe´legyenest tar-
talmazo´ fe´ls´ıkban van,
”
teha´t q mindig szo¨get ı´r le a K ko¨ru¨l e´s ennyivel ko¨zelebb
jut a Kϕ egyeneshez”. Majd tova´bb folytatja Bolyai:
”
Eze´rt a q-t az elo˝´ırt mo´don
addig mozgatjuk, mı´g Kϕ-be jut”. Ez pedig nyilva´n azt jelenti, hogy Kϕ szim-
metriatengelyi mivolta´t is figyelembe ve´ve, az L o¨nmaga´ba visszate´ro˝ vonal, vagyis
Farkas megfogalmaza´sa´t ide´zve:
”
Eszerint L-nek – ha felte´telezzu¨k ro´la, hogy nem
egyenes – o¨nmaga´ba visszate´ro˝nek kell lennie”. Amint Bolyai is hangsu´lyozza, ez
valo´ban ellentmonda´shoz vezet, mert ekkor a d egyenes ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ Q pontja´ban
(1. a´bra) d-re emelt mero˝leges tala´lkozna egyma´ssal. Az viszont ma´r abszolu´t te´tel
(vagyis a pa´rhuzamossa´gi axio´ma´to´l fu¨ggetlenu¨l bizony´ıthato´), hogy ugyanarra az
egyenesre annak ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ pontja´ban emelt mero˝leges nem metszi egyma´st.
Teha´t – vonja le a ko¨vetkeztete´st Bolyai Farkas – az L csak egyenes lehet, e´s ezzel
Euklide´sz pa´rhuzamossa´gi axio´ma´ja is bizony´ıta´st nyert.
E´s most ne´zzu¨k meg Gauss 1804. november 25-e´n ı´rt va´lasza´t:
”
Dolgozatodat nagy e´rdeklo˝de´ssel meg figyelemmel olvastam a´t, e´s igaza´n gyo¨-
nyo¨rko¨dtem a valo´di alapos elmee´ledben. De te nem u¨res dicse´retemet va´rod, amely
ne´mileg re´szrehajlo´nak la´tszane´k ma´r aze´rt is, mert a te eszmemeneted sokban ha-
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sonl´ıt az enye´mhez, amelynek alapja´n hajdan e gordiuszi csomo´nak kibonta´sa´t
megk´ıse´reltem, e´s mindeddig hia´ba pro´ba´ltam.
Te csak o˝szinte ny´ılt ı´te´letemet k´ıva´nod. Ez pedig az, hogy a te elja´ra´sod
engem me´g nem ele´g´ıt ki. Megpro´ba´lom, hogy a botra´nykoza´s ko¨ve´t, melyet me´g
benne tala´lok (e´s amely isme´t a szirtek ama csoportja´hoz tartozik, amelyeken az
e´n k´ıse´rleteim mindeddig hajo´to¨re´st szenvedtek), oly tiszta´n amennyire to˝lem telik,
megmutassam.
Van me´g mindig reme´nyem, hogy ama szirtek valamikor me´g az e´n e´letem ve´ge
elo˝tt a´tja´ra´st engednek. Nekem azonban egyelo˝re ma´sfe´le dolgom van, hogy most
rea´ sem gondolhatok, e´s hidd el nekem, hogy sz´ıvbo˝l o¨ru¨lne´k, ha engem megelo˝zne´l
e´s sikeru¨lne neked, hogy legyo˝zz minden akada´lyt. E´n azta´n a legbenso˝bb o¨ro¨mmel
megtenne´k mindent, hogy a te e´rdemed – amennyire to˝lem telik – e´rve´nyesu¨ljo¨n e´s
a kello˝ vila´gossa´gba helyezkedje´k. Mindja´rt ra´te´rek a dologra [. . . ]
Valamennyi to¨bbi ko¨vetkeztete´s ellen nincsen semmi le´nyeges kifoga´som: ami
nem gyo˝zo¨tt meg engem, csupa´n a XIII. cikkelynek okoskoda´sa. Te ott egy ve´g-
ne´lku¨l folytatott Π, vagyis KBCDE . . . vonalat ke´pzelsz (4. a´bra), amely csupa
egyenes e´s egyenlo˝ KB,BC,CD stb. darabokbo´l a´ll, e´s ahol a KBC,BCD,CDE
stb. szo¨gek egyma´ssal egyenlo˝ek, e´s be akarod bizony´ıtani, hogy Π elo˝bb-uto´bb tu´l
fog menni a Kϕ-n.
4. a´bra
E ve´gbo˝l a KB∞ = q egyenest u´gy mozgatod azon oldal fele´, amelyen a Π
fekszik, aK ko¨ru¨l, hogy egyma´suta´n a Π egyik csu´csa´to´l annak ko¨vetkezo˝ csu´csa´hoz
jusson. Helyesen megmutatod, hogy q amint fokozatosan a B,C,D, . . . -n megy a´t,
mindig ko¨zelebb jut Kϕ-hez; mindezek ellen semmi kifoga´s sem lehet. De folytatod:
Eze´rt a q-t elo˝´ırt mo´don addig mozgatjuk, mı´g Kϕ-be jut stb. , e´s ez az a
ko¨vetkeztete´s, amelyet nem tudok a´tla´tni. A te okoskoda´sodbo´l az e´n bela´ta´som
szerint me´g nem ko¨vetkezik, hogy az a szo¨g, amelyet a q a Kϕ-hez ko¨zeledve a
Π egyik csu´csa´to´l a ma´sikig haladva le´ır, nem fogyhat annyira, hogy ba´rmennyire
is isme´tlo˝dnek ezek, a q a´ltal le´ırt szo¨g ne lehessen akkora, hogy a q-t a Kϕ-be
hozza. Ha be tudna´d pe´lda´ul bizony´ıtani, hogy a BKC, CKD, DKE stb. szo¨gek
egyma´ssal egyenlo˝ek, a dolog mindja´rt tiszta´ban volna. De ez a te´tel igaz ugyan,
a´mde aligha bizony´ıthato´ a pa´rhuzamosok elme´lete´nek felte´teleze´se ne´lku¨l [. . . ].
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Me´g mindig lehetne teha´t atto´l tartani, hogy BKC, CKD, DKE stb. szo¨gek
fokozatosan fogynak. Ha ez (csak pe´lda kedve´e´rt) geometriai haladva´ny szerint
to¨rte´nne´k, u´gy, hogy CKD = ψBKC, DKE = ψ2BKC stb. (ahol ψ kisebb 1-ne´l),
akkor valamennyi ko¨zelede´s o¨sszege, ba´rha´nyszor is folytatjuk ezeket, me´gis mindig
kisebb maradna, mint 11−ψBKC, e´s ugyanakkor ez a hata´re´rte´k is mindig kisebb
lehet, mint a BKϕ dere´kszo¨g.
O˝szinte ı´te´letemet ke´rted: e´n szolga´ltam vele e´s isme´telve biztos´ıtlak arro´l,
hogy majd sz´ıvbo˝l o¨ru¨lne´k, ha minden nehe´zse´get leku¨zdesz.”
Gauss vila´gos va´lasza´hoz mi csak annyit fu˝zne´nk hozza´, hogy az abban ta-
la´lhato´ a´bra ne´mileg ku¨lo¨nbo¨zik Bolyai Farkas eredeti dolgozata´ban levo˝ a´bra´to´l.
Arro´l van ugyanis szo´, hogy Bolyai az AB hu´r felezo˝ mero˝legese´t nevezi Kϕ-nek,
Gauss pedig ezt a mero˝legest a hu´r A kezdo˝pontja´ban veszi fel, amely pontot azo-
nos´ıtja K-val. A le´nyegen azonban ez semmit sem va´ltoztat, mindezt inka´bb az
esetleges fe´lree´rte´sek elkeru¨le´se e´rdeke´ben eml´ıtettu¨k meg.
Gauss e´lesla´ta´sa´t tu¨kro¨zo˝ ve´leme´nye minden bizonnyal elszomor´ıtotta Farkast.
E te´ma´val kapcsolatos u´jbo´li dolgozata´t csak ne´gy e´v uta´n, az 1808. december 27-e´n
ı´rt levele´hez csatolva ku¨ldi el Gaussnak. Ennek, valamint az azelo˝tti (1807. decem-
ber 18) Gausshoz ı´rt leveleinek tartalma e´kesen bizony´ıtja, hogy Farkas az eltelt
ne´gy e´v alatt rengeteget bajlo´dott ezzel a proble´mako¨rrel. Ebben a ma´sodik dol-
gozata´ban, mely a matematikai szakirodalomban
”
A pa´rhuzamosok elme´lete´nek
toldale´ka” c´ımmel va´lt ismertte´, Gauss e´szreve´teleire igyekszik va´laszolni. Tova´bba´
is azt pro´ba´lja bizony´ıtani, hogy az eml´ıtett q egyenes le´ır egy akkora szo¨get, hogy
tu´lle´pjen a Kϕ-n. Az L go¨rbe alakja´ra vonatkozo´ elso˝ dolgozatbeli bizony´ıta´sait
igyekszik me´g me´lyebb re´szletesse´ggel ta´rgyalni (mint pe´lda´ul:
”
L-nek valamely
egyenessel nem lehet ha´rom ku¨lo¨nbo¨zo˝ ko¨zo¨s pontja” stb.), majd az utolso´ re´szben
ra´te´r a kifoga´solt a´ll´ıta´sa´nak ero˝szakolt igazola´sa´ra. E´rdekes, hogy a ma´sodik dolgo-
zata´ban szereplo˝ rajza, az elso˝ dolgozata´ban valamint a Gauss va´lasza´ban tala´lhato´
a´bra´k o¨tvo¨zete. Farkas tova´bbra is megtartja az L go¨rbe egyik szimmetriatengelye´t
ke´pezo˝ Kϕ egyenest (5. a´bra), amely az L MB hu´rja´nak felezo˝ mero˝legese, de a
mozgo´ q egyenest ma´r nem a K pont ko¨ru¨l, hanem a Gauss a´ltal ko¨zo¨lt M hu´r-
ve´gpont ko¨ru¨l forgatja u´gy, hogy ez rendre a´thaladjon a Π to¨ro¨ttvonal B,C,D, . . .
csu´cspontjain, melyek egyben az L pontjai is.
Amint az elo˝bbiekben eml´ıtettu¨k, ez nem va´ltoztat a le´nyegen, csakhogy itt
ma´r a
”
q a Kϕ-be jut” helyett a
”
q a Kϕ-n tu´lmegy” kifejeze´st kell, hogy haszna´lja.
Mivel ennek az a´ll´ıta´snak a helyesse´ge´re vonatkozo´ bizony´ıta´si k´ıse´rlet ke´pezi
a dolgozat legle´nyegesebb re´sze´t, ami Bolyai ma´sodik dolgozata´ban sajnos ne´mi
e´rthetetlense´gre is okot ad, u´gy gondoljuk, hogy le´nyegi ismertete´s helyett, sokkal
helyesebb, hitelesebb e´s meggyo˝zo˝bb ha a szerzo˝ szo´ szerinti eredeti eszmefuttata´sa´t
ko¨zo¨lju¨k. Ugyanakkor u´gy gondoljuk, hogy ennek elolvasa´sa uta´n tala´n magyara´-
zatot is alkothatunk magunknak arro´l, hogy mi volt az egyik ok Gauss va´lasza´nak
elmarada´sa´hoz. Teha´t ı´me, a dolgozat befejezo˝ re´sze´t ke´pezo˝ XX. cikkely eredeti,
teljes szo¨vege:
”
XX. Minthogy ez a szo¨g (melyet x-nek akarunk nevezni) egyideju˝leg egyenlo˝
azzal a szo¨ggel, melyet q az MB hu´rral alkot (5. a´bra), ve´g ne´lku¨l folytonosan
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5. a´bra
no¨vekedik, az vagy annyira no¨vekedik, hogy q a Kϕ ∞-en tu´lmegy, e´s akkor, ha
az eddig mondottakat a T -bo˝l kiindulo´ ma´sik re´szre alkalmazzuk, az L vonalnak
mind az MTBC . . . re´sze, mind a BTMR . . . re´sze majd tu´lmegy Kϕ ∞-en, e´s
ı´gy Kϕ∞-ben vagy ke´t re´sz tala´lkozik, vagy pedig Kϕ∞-nek a T -n k´ıvu¨l me´g ke´t
ko¨zo¨s pontja lesz L-el, e´s ı´gy L visszate´rt; vagy pedig x-nek van olyan λ hata´ra,
amelyhez ko¨zelebb jut minden megadhato´ mennyise´gne´l, amelyet azonban nem e´r
el soha azalatt, mı´g q az L mente´n M ko¨ru¨l forog. Legyen akkor B-ben x = A
[az 5. a´bra esete´ben A = 0] e´s a mindig u´jabb e´s u´jabb no¨vekme´nyei legyenek
α, β, γ, δ, . . . A no¨vekme´nyek a folytonossa´g to¨rve´nye szerint keletkeznek ugyan,
u´gy hogy ba´rmely ketto˝ ko¨zo¨tt me´g sza´mtalan ma´s van. Ezen a mo´don [az x-re] az
A+α+β+ γ+ δ+ . . . ve´gtelen sor sza´rmazik, amelynek o¨sszege hata´re´rte´ku¨l a λ-t
b´ırja, azaz, amelynek aka´rha´ny tagja´t is adjuk o¨ssze (elhagyva azt a re´szt, amely
a ve´gtelenig terjed), az o¨sszeg mindig kisebb lesz λ-na´l, e´s ba´rmely ε mennyise´get
is adunk meg, bizonyos tagig valamennyi tag o¨sszege annyira terjesztheto˝ ki, hogy
ε-na´l kevesebbet ku¨lo¨nbo¨zze´k λ-to´l. Ha azonban a ve´gtelen sor valamennyi tagja´t
o¨sszegezhetno˝k, u´gy hogy egy sem maradna fenn: akkor maga a hata´re´rte´k a´llana
elo˝ (ebben az esetben λ). Itt azonban q, miuta´n az L∞ vonalMTBCD . . . re´sze´nek
minden pontja´n a´tmegy, valamennyi no¨vekme´nyre szert tett. Ha teha´t a sornak ma´r
valamennyi tagja´t o¨sszegezzu¨k – e´s ez e´ppen abban a re´sz ne´lku¨li ido˝pontban a´ll
majd be mido˝n q-nak elo˝szo¨r nincs L-el ko¨zo¨s pontja [azM -en k´ıvu¨l], amely ido˝pont
e´s az L vonalnak elhagya´sa ko¨zo¨tt semmi va´ltoza´s nem mehetett ve´gbe, mert a
va´ltoza´shoz ke´t ido˝re´sz szu¨kse´ges, az ido˝pont pedig, amelyben q elo˝szo¨r le´pett ki
L-bo˝l re´sz ne´lku¨li – akkor az x szo¨g csak akkor va´lhatott egyenlo˝ve´ λ-val, miuta´n
q az L-bo˝l kile´pett [vagyis az M -en k´ıvu¨l ma´r nincs ma´s ko¨zo¨s pontja L-el]. Ez
azonban ke´ptelense´g, mert akkor x a 0-sal va´lt egyenlo˝ve´. I´gy teha´t ke´ptelense´g
felte´telezni azt, hogy x nem no¨vekedett mindaddig, mı´g q a Kϕ∞-en a´tmegy.
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I´gy teha´t L, hacsak nem egyenes visszate´r (ami az elje´n mondottak alapja´n nem
lehetse´ges). Teha´t L egyenes.”
Azt hiszem, nem tu´lzunk akkor, amikor kijelentju¨k, hogy itt Bolyai Farkas
egy nem helyta´llo´ a´ll´ıta´s igazola´sa´ra valo´sa´ggal ra´ero˝szakolja a bizony´ıta´s le´teze´-
se´t. Mivel szigoru´ matematikai bizony´ıta´st nem tudott adni, akkor ezt ko¨rmo¨nfont
filozo´fiai e´rvekkel pro´ba´lja a´thidalni. Matematikai megalapoza´st ne´lku¨lo¨z az a ki-
jelente´se pe´lda´ul, miszerint
”
. . . az x szo¨g csak akkor va´lhatott egyenlo˝ve´ λ-val,
miuta´n q az L-bo˝l kile´pett. Ez azonban ke´ptelense´g, mert akkor x a 0-sal va´lt
egyenlo˝ve´.”
O¨nke´ntelenu¨l felveto˝dik a ke´rde´s: e´rheti-e kritika Bolyai Farkast e dolgozata
miatt. A va´lasz a hata´rozott nem. Ugyanis 2000 e´ven a´t szila´rdan hitte´k, hogy
Euklide´sz szo´ban forgo´ posztula´tuma bizony´ıthato´, e´s csak a bizony´ıta´sa´t kell meg-
keresni. Ezt hitte´k ke´t e´vezreden a´t Poszeido´niosz (kb. i.e. 135–51), Geminosz (i.e.
1. sza´zad), Proklosz (410–485), Szaid al Dzsauhari (9. sza´zad), Hatim An-Nairizi
(latinos´ıtott neve´n Aniritius, 900. ko¨ru¨l), Hassza´n ibn al Haitham (latinos´ıtott ne-
ve´n Alhazen, 965-1039), Omar Khajjam (1048–1123), Naszir-Eddin at Tuszi (1201–
1274), Christoph Schlu¨ssel (latinos´ıtott neve´n Clavius, 1537–1612), John Wallis
(1616–1703), Girolamo Saccheri (1667–1733), Heinrich Lambert (1728–1777), Ad-
rien Legendre (1752–1823), az eleje´n me´g C. F. Gauss (1777–1855) is, hogy csak
ne´ha´ny nevet eml´ıtsu¨nk a bizony´ıta´skereso˝k ko¨zu¨l. Bolyai Farkas az egyetlen ma-
gyar ne´v, amely szerepel e nagy gondolkodo´k ne´vsora´ban, e´s akit az egyetemes
matematikai szakirodalom is sza´mon tart. Bolyai Farkas neve´hez fu˝zo˝dik pe´lda´ul
az egyik olyan kijelente´s, mely ekvivalens az euklideszi pa´rhuzamossa´gi posztula´-
tummal (ha´rom nem egy egyenesbe eso˝ pont egy ko¨ro¨n tala´lhato´, vagy ma´ske´ppen
fogalmazva: ba´rmely ha´romszo¨g ko¨re´ ko¨r ı´rhato´). De neku¨nk tala´n me´g enne´l is
jelento˝sebb az, hogy zsenia´lis fia´ban, Bolyai Ja´nosban, akaratlanul, o˝ lobbantotta
la´ngra e ke´rde´ssel kapcsolatos vizsga´lo´da´s szenvede´lye´t, mely ke´rde´s a fia a´ltal ka-
pott eredme´nyek re´ve´n a nemeuklideszi geometria felfedeze´se´hez vezetett.
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Tibor Weszely: Farkas Bolyai’s second paper on the theory of
parallelism
Farkas Bolyai is one of the world’s mathematicians who have worked on the demon-
stration of Euclid’s axiom of parallelism. He sends his very first paper on this topic
on 16 September 1804 to Carl Friedrich Gauss, his friend and former fellow stu-
dent. Gauss immediately remarks the mistake of the paper and in his reply he tells
it to Farkas, who will think of the solution for years. We know today that it is im-
possible to tell whether his problem is right or false. He sends his second attempt
for solving this problem after four years on 27 December 1808, but the great Ger-
man mathematician does not send any answer. Bolyai-researchers have dealt only
with Farkas’ first paper for the time being. The second paper has not even been
mentioned yet. Our present paper deals with the demonstration attempts included
in the second paper.
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KO¨VEZE´SEK, ELHELYEZE´SEK E´S FEDE´SEK
A HIPERBOLIKUS TE´RBEN
IFJ. BO¨RO¨CZKY KA´ROLY1
1. Bevezete´s
A cikk fo˝ te´ma´ja a Hn hiperbolikus te´rbeli egybeva´go´ konvex testekkel valo´ elhelye-
ze´sek e´s fede´sek su˝ru˝se´ge. Erro˝l a te´ma´ro´l tova´bbi informa´cio´ tala´lhato´ a L. Fejes
To´th [28] e´s K. Bo¨ro¨czky, Jr. [17] monogra´fia´kban, e´s G. Fejes To´th, W. Kuper-
berg [26] a´ttekinto˝ cikke´ben.
Miuta´n az En euklide´szi te´rbeli elhelyeze´sek e´s fede´sek tulajdonsa´gait is a´tte-
kintju¨k, a fo˝ fogalmakat mind a ke´t te´rre definia´ljuk. Jelo¨lje B(x, r) az x ko¨zepu˝,
r sugaru´ go¨mbo¨t, e´s V (·) a te´rfogatot. A ke´so˝bb felle´po˝ ha´nyadostereken induka´lt
me´rte´ket is V (·)-vel jelo¨lju¨k az egyszeru˝se´g kedve´e´rt. Legyen K konvex test En-ben
vagy Hn-ben. K egybeva´go´ pe´lda´nyainak halmaza´t elrendeze´snek h´ıvjuk, ha min-
den kompakt halmazt csak ve´ges sok pe´lda´ny metsz, e´s le´tezik R, hogy ba´rmely R
sugaru´ go¨mb belemetsz valamely pe´lda´nyba. Az elrendeze´s elhelyeze´s (kito¨lte´s), ha
a pe´lda´nyok belsejei pa´ronke´nt diszjunktak, e´s fede´s, ha a pe´lda´nyok u´nio´ja a teljes
te´r.
Az En euklide´szi te´rben a te´mako¨r nagyon jo´l kidolgozott (la´sd pe´lda´ul C. A.
Rogers [54], L. Fejes To´th [30] vagy G. Fejes To´th e´s W. Kuperberg [26]). Ro¨viden
a´ttekintju¨k a legfontosabb eredme´nyeket. A K konvex test egybeva´go´ pe´lda´nyai
egy C elrendeze´se´nek ∆+(C) felso˝, illetve ∆−(C) also´ su˝ru˝se´ge tetszo˝leges ro¨gz´ıtett
x ∈ En pontra
∆+(C) = lim sup
r→∞
∑
G∈C V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) ,(1)
∆−(C) = lim inf
r→∞
∑
G∈C V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) .(2)
Miuta´n nagy go¨mbo¨k felsz´ıne elhanyagolhato´ a te´rfogathoz ke´pest az euklide´szi
te´rben, nem nehe´z bela´tni, hogy a jobb oldali lim sup e´s lim inf nem fu¨gg az x
va´laszta´sa´to´l. Az is igaz, ha megadunk En egy olyan P cellafelbonta´sa´t konvex
polie´derekre, hogy a cella´k be´ırt go¨mb sugaraira le´tezik pozit´ıv also´, a ko¨ru¨l´ırt
1OTKA 068398 e´s 049301 ta´mogata´sa´val.
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go¨mb sugaraira le´tezik felso˝ korla´t, akkor a cella´kbeli su˝ru˝se´gekre adott felso˝ becsle´s
∆+(C)-ra is felso˝ becsle´s, e´s a cella´kbeli su˝ru˝se´gekre adott also´ becsle´s ∆−(C)-ra is
also´ becsle´s. Teha´t ha minden cella´ban ugyanaz a ∆ a su˝ru˝se´g, akkor ∆ = ∆+(C) =
∆−(C).
Ezek uta´n a δ(K) elhelyeze´si su˝ru˝se´g a ∆+(C) e´rte´kek szupre´muma K egybe-
va´go´ pe´lda´nyainak o¨sszes C elhelyeze´se´re, e´s a ϑ(K) fede´si su˝ru˝se´g a ∆−(C) e´rte´kek
infimuma K egybeva´go´ pe´lda´nyainak o¨sszes C fede´se´re. Ismert, hogy le´tezik olyan
E elhelyeze´s e´s F fede´s K egybeva´go´ pe´lda´nyaival, hogy
δ(K) = lim
r→∞
∑
G∈E V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) ,
ϑ(K) = lim
r→∞
∑
G∈F V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) .
Tova´bba´ δ(K) = 1, illetve ϑ(K) = 1 pontosan akkor, ha K egybeva´go´ pe´lda´nyaival
kiko¨vezheto˝ a te´r.
A hiperbolikus te´rben nagy go¨mbo¨k felsz´ıne le´nyege´ben ara´nyos a te´rfogattal,
eze´rt a fenti tulajdonsa´gokat nem lehet az euklide´szi esethez hasonlo´an bizony´ıtani.
Ko¨ru¨lbelu¨l ke´t e´vtizedig kitartott a reme´ny, hogy egy u¨gyes bizony´ıta´s elvezet majd
ezekre a tulajdonsa´gokra, ku¨lo¨no¨sen azok uta´n, hogy L. Fejes To´th [27] bizonyos
cella´kra vonatkozo´ su˝ru˝se´gbecsle´seket igazolni tudott a hiperbolikus s´ıkon is (la´sd
5. fejezet). Ve´gu¨l Bo¨ro¨czky K. [12] e´ppen itt a Matematikai Lapokban mutatta
meg, hogy a hiperbolikus s´ıkon le´teznek elhelyeze´sek e´s fede´sek egybeva´go´ ko¨ro¨k-
kel, melyekre egya´ltala´n nem teljesu¨lnek a fenti tulajdonsa´gok, azaz nem le´tezik a
su˝ru˝se´gnek az euklide´szit ma´solo´ defin´ıcio´ja a hiperbolikus s´ıkon. A [12]-beli pe´lda´k
magasabb dimenzio´s va´ltozatait V. S. Makarov [40] ı´rta le. Ezek uta´n a hiperbo-
likus elhelyeze´sek e´s fede´sek elme´lete to¨bb sza´lon fejlo˝do¨tt. Egyre´szt a su˝ru˝se´gto˝l
ku¨lo¨nbo¨zo˝ mennyise´gek extremalita´sa´t vizsga´lta´k intenz´ıven (la´sd 4. fejezet). A su˝-
ru˝se´g esete´n az elso˝ terme´szetes proble´ma´k a cellarendszerekbeli su˝ru˝se´g becsle´se
(la´sd 5. fejezet), e´s a ve´ges elrendeze´sek su˝ru˝se´ge (la´sd 6. fejezet). Ba´r periodikus
elrendeze´sekre ma´r kora´bban sikeru¨lt kiterjeszteni a su˝ru˝se´g defin´ıcio´ja´t analitikus
ezko¨zo¨kkel, enne´l a´ltala´nosabb elrendeze´sekre csak a XXI. sza´zadban sikeru¨lt (la´sd
6. fejezet). Ezen te´ma´k elo˝ke´sz´ıte´se´u¨l a 2. fejezetben a´ttekintju¨k a hiperbolikus te-
rek ko¨veze´seit, a 3. fejezetben pedig a Dirichlet–Voronoj- e´s a Delone-ko¨veze´sek
keru¨lnek ismertete´sre.
2. Ko¨veze´sek
A Hn n-dimenzio´s hiperbolikus te´rben az x e´s y pontok ta´volsa´ga´t d(x, y) jelo¨li.
Ko¨veze´sen Hn-beli (ku¨lo¨nbo¨zo˝) konvex polie´derek egy olyan P csala´dja´t e´rtju¨k,
melyre
• P elemei lefedik Hn-t;
63
• ba´rmely kompakt halmazt P-nek csak ve´ges sok eleme metsz;
• P ba´rmely ke´t eleme´nek metszete ko¨zo¨s lap.
A ko¨veze´st periodikusnak h´ıvjuk, ha a szimmetriacsoportja szerinti faktora kom-
pakt (la´sd J. G. Ratcliffe [52], vagy Molna´r E., Prok I., Szirmai J. [43]). Ma´s szo´val
le´tezik olyan konvex polie´der (u´n. alaptartoma´ny), melynek a szimmetriacsoport
szerinti ke´pei kiko¨vezik a teret. A periodikussa´g ekvivalens olyan ̺ > 0 e´s x ∈ H
le´teze´se´vel, melyekre a B(gx, ̺) go¨mbo¨k lefedik a teret, ahogy g ve´gigfut P szim-
metriacsoportja´nak elemein. Az u´n. Selberg-lemma (la´sd J. G. Ratcliffe [52]) szerint
ebben az esetben tala´lhato´ olyan kompakt hiperbolikus sokasa´g, melyen P egy ve´-
ges ko¨veze´st induka´l.
A hiperbolikus s´ık egyik meghata´rozo´ tulajdonsa´ga, hogy
”
exponencia´lisan”
ta´gul, ahogy egy ro¨gz´ıtett pontja´to´l ta´volodunk. Ez az e´szreve´tel tala´n seg´ıt meg-
e´rteni, hogy szaba´lyos ha´romszo¨gekkel valo´ ko¨veze´sben a csu´csok foka tetszo˝leges
nagy lehet. Pontosabban, legyenek p e´s q olyan pozit´ıv ege´szek, melyekre
(3)
1
p
+
1
q
<
1
2
.
Miuta´n a hiperbolikus s´ıkon egy p-szo¨g szo¨geinek o¨sszege kisebb (p− 2)π-ne´l, nem
nehe´z bela´tni a ko¨vetkezo˝ ko¨veze´s le´teze´se´t. A ko¨vek szaba´lyos egybeva´go´ p-szo¨gek,
e´s minden csu´csban q ko˝ tala´lkozik (la´sd az 1. a´bra´t a p = 3, q = 7 esetro˝l, e´s a
2. a´bra´t, ahol a ko¨veze´s a dua´lisa´val, a p = 7 e´s q = 3 esettel egyu¨tt la´thato´).
Ko¨nnyen la´thato´, hogy a fenti ko¨veze´sek a hiperbolikus s´ıkon mind periodikusak.
Megjegyzem, ha 1p +
1
q =
1
2 , akkor az euklide´szi s´ıkon, ha pedig
1
p +
1
q >
1
2 e´s p, q ≥ 3,
1. a´bra
akkor a go¨mbfelu¨leten le´tezik hasonlo´ ko¨veze´s. Ha p = 3, akkor C. Bavard, K. J.
Bo¨ro¨czky, I. Prok, L. Vena, G. Wintsche [3] tetszo˝leges q ≥ 7-re megkonstrua´lta a
legkisebb teru¨letu˝ olyan kompakt hiperbolikus felu¨letet, mely szaba´lyos ha´romszo¨-
gekkel ko¨vezheto˝, e´s minden csu´csban q ha´romszo¨g tala´lkozik. Z. Lucˇic´ e´s E. Mol-
na´r [39] igen sok alapveto˝ eredme´nyt bizony´ıt, pe´lda´ul oszta´lyozta´k a szaba´lyos
sokszo¨gekkel valo´ uniform (csu´cstranzit´ıv) ko¨veze´seket.
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2. a´bra
A hiperbolikus s´ıkot nagyon sokfe´leke´ppen lehet periodikusan ko¨vezni (la´sd
pe´lda´ul L. Fejes To´th [28], vagy J. Molna´r [46]). Ezzel egyu¨tt elo˝fordulhat, hogy
egy konvex sokszo¨g egybeva´go´ pe´lda´nyaival ki lehet ko¨vezni a hiperbolikus s´ıkot,
de ez sehogysem teheto˝ meg periodikus mo´don. Ilyen konvex sokszo¨get elo˝szo¨r
Bo¨ro¨czky K. [12] konstrua´lt, ke´so˝bb G. A. Margulis, S. Mozes [41] a s´ıkban, e´s V. S.
Makarov [40] magasabb dimenzio´s terekben tala´lt tova´bbi pe´lda´kat. Megjegyzem,
hogy mai napig nyitott proble´ma, hogy az euklide´szi s´ıkon is le´tezik-e hasonlo´
tulajdonsa´gu´ konvex sokszo¨g.
A s´ıkbeli ko¨veze´sek sokfe´lese´ge uta´n tala´n meglepo˝, hogy a legala´bb ha´rom-
dimenzio´s hiperbolikus terek ko¨zu¨l egyedu¨l a ha´rom- e´s ne´gydimenzio´st lehet egy
szaba´lyos polie´der egybeva´go´ pe´lda´nyaival ko¨vezni. Ezek le´ıra´sa´hoz bevezetem az
u´n. Schla¨fli-szimbo´lumot, mely tetszo˝leges a´llando´ go¨rbu¨letu˝ te´rbeli szaba´lyos poli-
e´der egybeva´go´ pe´lda´nyaival to¨rte´no˝ ko¨veze´s megada´sa´ra a lega´ltala´nosabban hasz-
na´lt jelo¨le´s. Egy ilyen ko¨veze´sben egy adott csu´csbo´l kiindulo´ e´lek ve´gpontjai szin-
te´n szaba´lyos polie´dert alkotnak, mely egybeva´go´sa´g ereje´ig nem fu¨gg a csu´cs va´-
laszta´sa´to´l, e´s a ko¨veze´s csu´csalakzata´nak h´ıvjuk. Tova´bba´ minden csu´csra az o˝t
tartalmazo´ ko¨vek ko¨ru¨l´ırt go¨mb (ko¨r) ko¨ze´ppontjai is valamely szaba´lyos polie´der
csu´csai, e´s ezen uto´bbi egybeva´go´ szaba´lyos polie´derek alkotja´k az u´n. dua´lis ko¨-
veze´st. Megjegyzem, hogy a (k − 1)-dimenzio´s go¨mbfelu¨let ko¨veze´sei megfelelnek
a k-dimenzio´s szaba´lyos polie´dereknek (melyek minden a´llando´ go¨rbu¨letu˝ te´rben
le´teznek). Ezek uta´n a minket e´rdeklo˝ ko¨veze´sek a ko¨vetkezo˝ke´ppen adhato´ak a
Schla¨fli-szimbo´lum seg´ıtse´ge´vel a dimenzio´ra vonatkozo´ indukcio´val. Ha a s´ıkban a
ko¨vek p-szo¨gek e´s a csu´csalakzatok q-szo¨gek, akkor a ko¨veze´s Schla¨fli-szimbo´luma
(p, q). Pe´lda´ul a go¨mbfelu¨leten (azaz ha 1p +
1
q >
1
2 ) a (3, 3) a szaba´lyos tetrae´dert,
a (4, 3) a kocka´t, az (5, 3) a dodekae´dert, a (3, 4) az oktae´dert e´s a (3, 5) az ikozae´-
dert hata´rozza meg. Ha´rom dimenzio´ban, ha a ko¨vek maguk (p, q), a csu´csalakzatok
(q, r) szimbo´lumhoz tartoznak, akkor a ko¨veze´s Schla¨fli-szimbo´luma (p, q, r) (itt a
q ko¨zo¨s e´rte´k a ko¨vek egy csu´csba futo´ e´leinek a sza´ma). Pe´lda´ul a ne´gydimenzio´s
szaba´lyos polie´derek (azaz a ha´romdimenzio´s go¨mbfelu¨let ko¨veze´sei) e´s Schla¨fli-
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szimbo´lumaik a (3,3,3) szimplex, a (4, 3, 3) hiperkocka, a (3, 3, 4) keresztpolie´der, a
(3, 4, 3) 24-cella, az (5, 3, 3) 120-cella, e´s ve´gu¨l a (3, 3, 5) 600-cella. Az utolso´ ha´rom
polie´der elneveze´se a hiperlapok (azaz a megfelelo˝ ha´romdimenzio´s go¨mbfelu¨leti
ko¨veze´s ko¨veinek) sza´ma´t adja meg. H3-ban a ko¨vetkezo˝ Schla¨fli-szimbo´lumu´ ko¨-
veze´sek le´teznek: (3, 5, 3), (4, 3, 5), (5, 3, 4), (5, 3, 5). Ne´gy dimenzio´ban, ha a ko¨vek
Schla¨fli-szimbo´luma (p, q, r), akkor a csu´csalakzatok a (q, r, s) szimbo´lumhoz tartoz-
nak valamely s-re, e´s a ko¨veze´s Schla¨fli-szimbo´luma (p, q, r, s). H4-ben a ko¨vetkezo˝
Schla¨fli-szimbo´lumu´ ko¨veze´sek le´teznek: (3, 3, 3, 5), (5, 3, 3, 3), (4, 3, 3, 5), (5, 3, 3, 4),
(5, 3, 3, 5). Megjegyzem, ba´rmely dimenzio´ban a dua´lis ko¨veze´s Schla¨fli-szimbo´luma
egyszeru˝en az eredeti Schla¨fli-szimbo´lum sza´mjegyei sorrendje´nek megford´ıta´sa´val
kaphato´.
A Bo¨ro¨czky-fe´le go¨mbelhelyeze´sekre vonatkozo´ szimplexkorla´t miatt (la´sd
K. Bo¨ro¨czky [13]) fontos a szaba´lyos szimplexekkel to¨rte´no˝ ko¨veze´s. A legala´bb
ha´romdimenzio´s hiperbolikus terekben ilyen csak egy van, a H4-beli (3,3,3,5) ko¨ve-
ze´s, mely 2r oldalhosszu´ szaba´lyos szimplexekkel to¨rte´nik, ahol ch r =
√
5+1
2 . Ennek
dua´lisa, melynek csu´csai a szimplexek ko¨ru¨l´ırtgo¨mb-ko¨ze´ppontjai, a 120-cella´kkal
valo´ (5, 3, 3, 3) ko¨veze´s.
A H4-beli ko¨veze´sek ko¨zu¨l me´g a (5, 3, 3, 5) va´lt igen nevezetesse´. Itt egy ko˝
olyan 120-cella, melynek egy megfelelo˝ szimmetriacsoport szerinti ke´pei kiko¨vezik
a teret. Pontosabban M. W. Davis [21] konstrua´lt hiperbolikus sokasa´got ennek a
120-cella megfelelo˝ oldalpa´rjainak pa´ros´ıta´sa´val. A Davis-fe´le 4-sokasa´g fo˝bb tulaj-
donsa´gait J. G. Ratcliffe e´s S. Tschantz [53] ı´rta le.
Magasabb dimenzio´s ko¨veze´sek le´ıra´sa megtala´lhato´ H. S. M. Coxeter klasz-
szikus [19] ko¨nyve´ben (ami a nem kompakt polie´dereket is ta´rgyalja). Ezen cikk
szempontjai szerint igen hasznos olvasma´ny J. Szirmai [55]. Tova´bbi tulajdonsa´go-
ke´rt la´sd pe´lda´ul a L. Ne´meth [50] vagy I. Vermes [56] cikkeket, illetve Molna´r E.,
Prok I., Szirmai J. [43] irodalomjegyze´ke´ben szereplo˝ mu˝veket.
3. Dirichlet–Voronoj-cellarendszer e´s Delone-ha´romszo¨gele´s
Ebben a fejezetben adott P ponthalmazhoz rendelu¨nk ke´t klasszikus ko¨veze´st,
melyeknek go¨mbelrendeze´sek esete´n igen jelento˝s szerepu¨k van. Feltesszu¨k, hogy
ba´rmely kompakt halmaz P-nek csak ve´ges sok eleme´t tartalmazza, e´s le´tezik olyan
pozit´ıv R, hogy ba´rmely R sugaru´ go¨mb tartalmazza P valamely eleme´t.
Ba´rmely p ∈ P pont Dp Dirichlet–Voronoj-cella´ja´t a ko¨vetkezo˝ke´ppen defini-
a´ljuk. Legyen Dp azon x ∈ Hn pontok halmaza, melyekre d(x, p) ≤ d(x, q) teljesu¨l
ba´rmely q ∈ P esete´n. Terme´szetesen Dp fu¨gg maga´to´l P-to˝l is, de ezt nem szoka´s
jelo¨lni.
Adott p-to˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝ q ∈ P-re a d(x, p) ≤ d(x, q) egyenlo˝tlense´get kiele´g´ıto˝
pontok halmaza azon p-t tartalmazo´ fe´lte´r, melyet a pq szakasz felezo˝mero˝legese
hata´rol. Teha´t Dp az ilyen fe´lterek metszete, azaz konvex. A P-re adott felte´tel
miatt Dp ⊂ B(p,R). Ebbo˝l az is ko¨vetkezik, hogy Dp a P azon (p-to˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝)
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elemeihez tartozo´ fe´lterek metszete, melyek p-to˝l valo´ ta´volsa´ga legfeljebb 2R,
vagyisDp egy polie´der. Egy Dirichlet–Voronoj-cellaDp lapstruktu´ra´ja visszatu¨kro¨zi
P-nek p ko¨ru¨li pontjainak geometria´ja´t. Ha F egy k-dimenzio´s lap, akkor tala´lhato´
P-nek n+ 1− k olyan pontja, melyek nincsenek egy (n− k)-dimenzio´s alte´rben, e´s
a to˝lu¨k egyenlo˝ ta´volsa´gra le´vo˝ pontok halmaza az F a´ltal kifesz´ıtett k-dimenzio´s
alte´r.
A Dirichlet–Voronoj-cella´k egyu¨ttese nyilva´n a te´r egy ko¨veze´se´t adja. Ko¨nnyen
la´thato´, hogy ba´rmely ke´t metszo˝ cella metszete egy ko¨zo¨s lap. Ha P ba´rmely ke´t
pontja´nak ta´volsa´ga legala´bb 2r, r > 0, akkor B(p, r) ⊂ Dp minden p ∈ P esete´n.
A P-hez tartozo´ Delone-ko¨veze´s a fenti Dirichlet–Voronoj-cellarendszer dua´-
lisa, melyet B. N. Delone definia´lt [22] cikke´ben. Egy Hn-beli go¨mbo¨t nevezzu¨nk
u¨res go¨mbnek, ha a belseje nem tartalmaz P-beli pontot, de a hata´ra tartalmazza
P-nek legala´bb n+ 1 olyan pontja´t, melyek nincsenek egy (n− 1) dimenzio´s alte´r-
ben. Vegyu¨k e´szre, hogy hogy az u¨res go¨mbo¨k ko¨ze´ppontjai a Dirichlet–Voronoj-
cella´k csu´csai. Minden u¨res go¨mbho¨z rendelju¨k hozza´ azt a konvex polie´dert, mely-
nek csu´csai a P-nek a go¨mb hata´ra´n le´vo˝ pontjai. Az ı´gy kapott u´n. Delone-cella´k al-
kotja´k a Delone-ko¨veze´st. Ba´r nem trivia´lis, aze´rt viszonylag ko¨nnyen la´thato´, hogy
valo´ban ko¨veze´st kaptunk, e´s isme´t ba´rmely ke´t metszo˝ cella metszete egy ko¨zo¨s lap.
Ha minden egyes Delone-cella´t szimplexekre osztunk a cella egy ro¨gz´ıtett csu´csa´bo´l
kiindulo´ a´tlo´k seg´ıtse´ge´vel, akkor Hn-t lapokban csatlakozo´ szimplexekre bonthat-
juk. Ba´rmely ilyen ko¨veze´st Delone-ha´romszo¨gle´snek h´ıvunk. Megjegyezzu¨k, hogy
mı´g a Delone-ko¨veze´s egye´rtelmu˝en rendelo˝dik P-hez, a Delone-ha´romszo¨gle´s fu¨gg
atto´l, hogyan osztjuk szimplexekre a Delone-cella´kat.
A 2. a´bra a hiperbolikus s´ık szaba´lyos ha´romszo¨gekkel valo´ ko¨veze´se´t mutatja
hetedfoku´ csu´csokkal. Ha a pontrendszer a ha´romszo¨gek csu´csaibo´l a´ll, akkor a
Dirichlet–Voronoj-cella´k a szaba´lyos he´tszo¨gek, a Delone-cella´k pedig a szaba´lyos
ha´romszo¨gek.
Terme´szetesen, ha a kindulo´ pontrendszer periodikus volt, akkor a kapcso-
lo´do´ Dirichlet–Voronoj-cellarendszer e´s Delone-cellarendszer is periodikus. Tova´bba´
ilyenkor mindig le´tezik periodikus Delone-ha´romszo¨gele´s is. Ha valamely kompakt
hiperbolikus sokasa´got Hn szimmetria´inak (izometria´inak) egy olyan csoportja ha-
ta´roz meg, mely invaria´nsan hagyja a pontrendszert, akkor ko¨nnyen la´thato´ (la´sd
pe´lda´ul J. Horva´th e´s A´. H. Temesva´ri [33]), hogy a pontrendszer terme´szetesen be-
a´gyazo´dik a sokasa´gba, e´s Hn ba´rmely fenti periodikus ko¨veze´se a kompakt sokasa´g
egy ko¨veze´se´t hata´rozza meg.
A Dirichlet–Voronoj- e´s Delone-ko¨veze´sek egybeva´go´ go¨mbo¨kkel valo´ elhelyeze´-
sek e´s fede´sek esete´n jutnak nagy szerephez. Elhelyeze´sek esete´n igen sok eredme´ny
ha´ttere´ben a´ll L. Fejes To´th [27] (s´ıkbeli eset) e´s K. Bo¨ro¨czky [13] (te´rbeli eset)
ko¨vetkezo˝, Dirichlet–Voronoj-cella´kra vonatkozo´ becsle´se. Tekintsu¨k r sugaru´ go¨m-
bo¨k egy elhelyeze´se´t, e´s legyen x egy go¨mbko¨ze´ppont. Ekkor x Dirichlet–Voronoj-
cella´ja´nak ba´rmely k-dimenzio´s lapja´nak az x-to˝l valo´ ta´volsa´ga legala´bb akkora,
mint a (n− k)-dimenzio´s 2r e´lhosszu´ szaba´lyos szimplex ko¨ru¨l´ırt ko¨re. Ez a becsle´s
nem jav´ıthato´ Hn-ben semmilyen n ≥ 2-re e´s r > 0-ra. Tova´bba´, ha az elhelyeze´s
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egy szaba´lyos sokszo¨gekkel (n = 2) vagy 120-cella´kkal (n = 4) valo´ (5, 3, 3, 3) ko¨ve-
ze´s be´ırt ko¨reibo˝l, illetve go¨mbjeibo˝l a´ll, e´s minden csu´csban n+1 ko˝ tala´lkozik (la´sd
3. a´bra), akkor a ko¨vek a Dirichlet–Voronoj-cella´k, e´s minden Dirichlet–Voronoj-
cellalapra e´les a becsle´s.
4. Szolidita´s, tel´ıtettse´g, szorossa´g
Ebben a fejezetben olyan fogalmakat ta´rgyalunk, amelyekkel megkeru¨lheto˝ a su˝ru˝-
se´g defin´ıcio´ja´nak proble´ma´ja.
Fejes To´th La´szlo´to´l (la´sd [29]) ered a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´. Egy K konvex
test egybeva´go´ pe´lda´nyaival valo´ elhelyeze´st szolidnak h´ıvjuk, ha belo˝le ve´ges sok
pe´lda´ny a´trendeze´se´vel csak az eredetivel egybeva´go´ mo´don kaphatunk elhelyeze´st.
Hasonlo´an, K egybeva´go´ pe´lda´nyaival valo´ fede´st szolidnak h´ıvjuk, ha belo˝le ve´ges
sok pe´lda´ny a´trendeze´se´vel csak az eredetivel egybeva´go´ mo´don kaphatunk fede´st.
A hiperbolikus s´ıkon a 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos p-szo¨gekkel valo´ ko¨veze´s (teha´t
p ≥ 7) be´ırt, illetve ko¨ru¨l´ırt ko¨rei szolid elhelyeze´st, illetve fede´st alkotnak (la´sd 3.
e´s 4. a´bra). Ezt L. Fejes To´th [29] bizony´ıtotta ha´romszo¨gkorla´tja´ra alapozva (la´sd
3. a´bra
me´g M. Imre [34]). L. Fejes To´th [29] azt is sejtette, hogy a fenti ko¨relhelyeze´sbo˝l
egy ko¨rt kive´ve, a marade´k elhelyeze´s is szolid. Ezt a sejte´st A. Bezdek [4] igazolta
k ≥ 8-ra (la´sd me´g L. Fejes To´th [32] megjegyze´seit). Ennek a sejte´snek p = 7 esete
me´g ma is nyitott.
Magasabb dimenzio´ban go¨mbo¨k esete´n csak ke´t eredme´ny ismert szolidita´s-
ro´l. Tekintsu¨k H4-ben a 120-cella´kkal valo´ (5, 3, 3, 3) ko¨veze´se´t. Ekkor a ko¨vek
be´ırt go¨mbjei, melyek r sugara´ra ch r =
√
5+1
2 teljesu¨l, szolid elhelyeze´st alkotnak
K. Bo¨ro¨czky [13] szimplexkorla´tja alapja´n. Tova´bba´ ha K olyan konvex polie´der,
melynek egybeva´go´ pe´lda´nyaival egybeva´go´sa´g ereje´ig pontosan egyfe´le mo´don ko¨-
vezheto˝ Hn, akkor a ko¨veze´s nyilva´n szolid elhelyeze´s e´s szolid fede´s is.
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4. a´bra
A szolid elhelyeze´sek defin´ıcio´ja´t terme´szetes mo´don ki lehet terjeszteni olyan
ko¨relhelyeze´sekre, melyekben to¨bb fajta ko¨r is szerepel. G. Fejes To´th [24] la´tta be,
hogy to¨bb u´gynevezett fe´lig szaba´lyos (ma´ske´pp Archime´de´szi) ko¨veze´s be´ırt ko¨rei
is szolid elhelyeze´st alkotnak.
A szolidita´s fogalma´nak hia´nyossa´ga, hogy nem minden K konvex testnek
le´tezik szolid elhelyeze´se vagy fede´se. Pe´lda´ul ha K ′ a 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos p-
szo¨gekkel valo´ ko¨veze´s be´ırt ko¨re, e´s K-t kis sapka ra´te´tele´vel kapjuk K ′-bo˝l, akkor
K-nak nem le´teznek szolid elhelyeze´sei.
G. Fejes To´th, G. Kuperberg, W. Kuperberg [25] a Hn-beli K konvex test
egybeva´go´ pe´lda´nyaival valo´ elhelyeze´st teljesen tel´ıtettnek h´ıvja, ha belo˝le ve´ges
sok pe´lda´nyt kive´ve nem lehet eggyel to¨bb pe´lda´nyt visszatenni u´gy, hogy elhelye-
ze´st kapjunk. Hasonlo´an, K egybeva´go´ pe´lda´nyaival valo´ fede´st teljesen tel´ıtettnek
h´ıvja, ha belo˝le ve´ges sok pe´lda´nyt kive´ve nem lehet eggyel kevesebb pe´lda´nyt
visszatenni u´gy, hogy fede´st kapjunk. A K ba´rmely szolid maxima´lis elhelyeze´se,
illetve minima´lis fede´se teljesen tel´ıtett (ha az elhelyeze´st nem lehet kiege´sz´ıteni
u´jabb pe´lda´nnyal, vagy a fede´sne´l minden pe´lda´nyra szu¨kse´g van). G. Fejes To´th,
G. Kuperberg, W. Kuperberg [25] sejtette, hogy ba´rmely Hn-beli K konvex test
egybeva´go´ pe´lda´nyaival le´tezik teljesen tel´ıtett elhelyeze´s e´s szolid fede´s. A sejte´st
L. Bowen e´s Ch. Radin [10] igazolta ergodikus elhelyeze´sek felhaszna´la´sa´val (la´sd
7. fejezet).
Az euklide´szi te´rben ko¨nnyen la´thato´, hogy egy tetszo˝leges konvex test szo-
lid vagy teljesen tel´ıtett elhelyeze´se legsu˝ru˝bb, e´s szolid vagy teljesen tel´ıtett fede´se
legritka´bb. Meglepo˝ mo´don L. Bowen e´s Ch. Radin [10] mo´dszereivel konstrua´lhato´
olyan polie´der, melynek egybeva´go´ pe´lda´nyaival egyre´szt ko¨vezheto˝ Hn, ma´sre´szt
le´tezik olyan teljesen tel´ıtett elhelyeze´se, illetve fede´se is, amelyek egyike sem ko¨-
veze´s. So˝t ennek a teljesen tel´ıtett elhelyeze´snek a su˝ru˝se´ge ba´rmely szo´bajo¨heto˝
e´rtelemben kisebb, mint egy, illetve a fede´s su˝ru˝se´ge nagyobb, mint egy. Azaz a hi-
perbolikus te´rben teljesen tel´ıtett elhelyeze´s nem biztos, hogy legsu˝ru˝bb, e´s teljesen
tel´ıtett fede´s nem biztos, hogy legritka´bb, ellente´tben az euklide´szi te´rrel.
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Egy ma´sik, szinte´n Fejes To´th La´szlo´to´l eredo˝ fogalom a szorossa´g (la´sd L. Fe-
jes To´th [31] ekvivalens, de elte´ro˝ defin´ıcio´ja´val). Hn-ben K konvex test egybeva´go´
pe´lda´nyaival valo´ elhelyeze´s szorossa´ga a pe´lda´nyok a´ltal kihagyott helybe ı´rhato´
go¨mbo¨k sugarainak szupre´muma. Ha K egy r sugaru´ go¨mb, e´s a szorossa´g ̺, akkor
r + ̺ a go¨mbko¨ze´ppontok e´s a hozza´juk tartozo´ Dirichlet–Voronoj-cella´k csu´csai
ko¨zo¨tti ta´volsa´gok szupre´muma. Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy a s´ık a 2π/3 szo¨gu˝ szaba´-
lyos p szo¨gekkel valo´ ko¨veze´se, illetve H4-nek 120-cella´kkal valo´ (5, 3, 3, 3) ko¨veze´se
a be´ırt ko¨ro¨kkel, illetve go¨mbo¨kkel legkisebb szorossa´gu´ elhelyeze´st induka´l.
Ve´gu¨l Molna´r Jo´zsef vezette be a ko¨vetkezo˝ fogalmat (la´sd pe´lda´ul J. Horva´th,
A´. H. Temesva´ri [33]). Adott R > r > 0 esete´n, az r sugaru´ ko¨ro¨k elhelyze´se kiele´g´ıti
az R ta´gassa´gi felte´telt, ha ba´rmely ko¨rko¨ze´ppontto´l a saja´t Dirichlet–Voronoj-
cella´ja csu´csai legala´bb R ta´volsa´gra vannak. Legyenek p e´s q olyan pozit´ıv ege´szek,
melyek kiele´g´ıtik (3)-at, teha´t H2 ko¨vezheto˝ szaba´lyos p-szo¨gekkel e´s q-adfoku´
csu´csokkal. Legyen rp,q a p-szo¨gek be´ırt ko¨reinek a sugara, e´s Rp,q a ko¨ru¨l´ırt ko¨ro¨k
sugara. Ekkor az rp,q sugaru´, Rp,q ta´gassa´gi felte´telt kiele´g´ıto˝ ko¨relhelyeze´sek ko¨zu¨l
a szaba´lyos ko¨veze´s adja a legkisebb szorossa´gu´t. Ilyen mo´don ba´rmely s´ıkbeli
szaba´lyos ko¨veze´s szolga´ltat extrema´lis elhelyeze´st.
5. Su˝ru˝se´gbecsle´sek cellarendszerekre vonatkozo´an
Adott Hn-beli G go¨mbelrendeze´s e´s C konvex test esete´n a G su˝ru˝se´ge C-re vonat-
kozo´an
(4)
∑
B∈G V (B ∩ C)
V (C)
(itt G ve´ges is lehet). Legyen T egy szaba´lyos szimplex Hn-ben, e´s legyen 2r az
e´lhossz, e´s R a ko¨ru¨l´ırt go¨mb sugara. Ha T minden csu´csa´ba r sugaru´ go¨mbo¨t
teszu¨nk, akkor elhelyeze´st kapunk, e´s σ(r)-rel jelo¨lju¨k ennek su˝ru˝se´ge´t T -re vonat-
kozo´an. Tova´bba´ ha T minden csu´csa´ba R sugaru´ go¨mbo¨t teszu¨nk, akkor a go¨mbo¨k
fedik T -t, e´s ϑ(R)-rel jelo¨lju¨k ennek su˝ru˝se´ge´t T -re vonatkozo´an. Az ala´bbiakban
go¨mbelrendeze´sekro˝l lesz szo´, e´s a Dirichlet–Voronoj- vagy Delone-cella´kat a go¨m-
bo¨k ko¨zze´ppontjaihoz rendelju¨k hozza´.
A hiperbolikus elrendeze´sek vizsga´lata´t Fejes To´th La´szlo´ kezdte (la´sd klasszi-
kus [28] ko¨nyve´t). L. Fejes To´th [27] bela´tta, hogy a hiperbolikus s´ıkon r sugaru´
ko¨ro¨k tetszo˝leges elhelyeze´se esete´n az elhelyeze´s su˝ru˝se´ge legfeljebb σ(r) ba´rmely
Dirichlet–Voronoj-cella´ra vontakozo´an. Tova´bba´, ha a ko¨ro¨k a´ltal kimarado´ re´szbe
nem lehet tova´bbi r sugaru´ ko¨rt helyezni, akkor az elhelyeze´s su˝ru˝se´ge legfeljebb
σ(r) ba´rmely Delone-cella´ra vonatkozo´an is. Ezeket az eredme´nyeket az elhelyeze´-
sekre vonatkozo´ ha´romszo¨gkorla´tnak h´ıvjuk. Ezek a becsle´sek nyilva´n e´lesek, ha a
ko¨ro¨k a 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos sokszo¨gekkel valo´ ko¨veze´s be´ırt ko¨rei (la´sd 3. a´bra).
Ma´s r esete´n J. Molna´r [45] jav´ıtotta kisme´rte´kben a ha´romszo¨gkorla´tot. Maga
σ(r) az r-nek monoton no¨vekvo˝ fu¨ggve´nye, melynek hata´re´rte´ke a ve´gtelenben 3pi .
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Tova´bba´, ha r nulla´hoz tart, akkor σ(r) hata´re´rte´ke pi√
12
, az euklide´szi ha´romszo¨g-
korla´t egybeva´go´ ko¨ro¨kkel valo´ elhelyeze´sekre.
Egybeva´go´ ko¨ro¨k egye´b szaba´lyos elhelyeze´seit J. Molna´r [46] vizsga´lta. Ku¨lo¨n-
bo¨zo˝ sugaru´ ko¨ro¨k elhelyeze´seire J. Molna´r [47] adott becsle´seket megfelelo˝ cella´kra
vonatkozo´an.
Magasabb dimenzio´ban Bo¨ro¨czky Ka´roly la´tta be az u´n. szimplexkorla´tot
H. S. M. Coxeter sejte´se´t igazolva, la´sd K. Bo¨ro¨czky e´s A. Florian [15] az n = 3 e´s
K. Bo¨ro¨czky [13] az n ≥ 4 esetben. Eszerint Hn-beli r sugaru´ go¨mbo¨k tetszo˝leges
elhelyeze´se esete´n az elhelyeze´s su˝ru˝se´ge legfeljebb σ(r) ba´rmely Dirichlet–Voronoj-
cella´ra vontakozo´an. Ha n ≥ 3 akkor a becsle´s pontosan akkor e´les, ha n = 4, e´s
az elhelyeze´s a 120-cella´kkal valo´ (5, 3, 3, 3) ko¨veze´s be´ırt go¨mbjeibo˝l a´ll. Magasabb
dimenzio´ esete´n ekkor ismert, hogy σ(r) az r-nek monoton no¨vekvo˝ fu¨ggve´nye, ha
n = 3 (la´sd K. Bo¨ro¨czky e´s A. Florian [15]), vagy ha n nagyon nagy (la´sd T. H.
Marshall [42]).
Fede´sek esete´n csak s´ıkban le´teznek eredme´nyek, igaz, akkor ke´tfe´le defin´ıco´val
is sikeru¨lt igazolni ha´romszo¨gkorla´tot. Mindke´t eredme´ny H2 tetszo˝leges r sugaru´
ko¨ro¨kkel valo´ fede´se esete´n a Delone-ha´romszo¨geket tekinti, e´s persze feltesszu¨k,
hogy ba´rmely kompakt halmaz csak ve´ges sok ko¨rt metsz. A fenti (4) defin´ıcio´
szerint Bo¨ro¨czky K. [14] la´tta be, hogy a su˝ru˝se´g legala´bb ϑ(r) ba´rmely Delone-
cella´ra vonatkozo´an. Ennek az eredme´nynek a bizony´ıta´sa igen bonyolult. Ko¨nyve´-
ben L. Fejes To´th [28] egy egyszeru˝en bizony´ıthato´, e´s sok alkalmaza´shoz ele´gse´ges
becsle´st la´tott be. Legyen T egy Delone-ha´romszo¨g, e´s legyenek α, β, γ a ha´romszo¨g
szo¨gei. Ekkor a T -hez hozza´rendelt su˝ru˝se´g az r sugaru´ ko¨r α, β, γ szo¨gu˝ ko¨rcikkje-
inek o¨sszteru¨lete´nek e´s T teru¨lete´nek a ha´nyadosa. Erro˝l igazolta L. Fejes To´th [28]
hogy legala´bb ϑ(r). Maga ϑ(r) az r-nek monoton cso¨kkeno˝ fu¨ggve´nye L. Fejes
To´th [28] szerint, melynek hata´re´rte´ke a ve´gtelenben
√
12
pi . Tova´bba´, ha r nulla´hoz
tart, akkor ϑ(r) hata´re´rte´ke 2pi√
27
, az euklide´szi ha´romszo¨gkorla´t egybeva´go´ ko¨ro¨kkel
valo´ fede´sekre.
6. Su˝ru˝se´gbecsle´sek ve´ges elhelyeze´sekre e´s fede´sekre
A Dirichlet–Voronoj- e´s a Delone-cellarendszerekre valo´ becsle´sek elvezetnek ve´-
ges te´rfogatu´ hiperbolikus sokasa´gokon valo´ go¨mbelhelyeze´sekre e´s fede´sekre valo´
su˝ru˝se´gbecsle´sekhez. Ba´rmely X n dimenzio´s hiperbolikus sokasa´ghoz le´tezik egy
π : Hn → X szu¨rjekt´ıv leke´peze´s, mely ba´rmely p ∈ Hn egy kis ko¨rnyezete´ben izo-
metria πp egy ko¨rnyezete´re. Ma´s szo´val X valamely diszkre´t szimmetriacsoport
szerinti faktora a Hn-nek, e´s π a ha´nyadosleke´peze´s. Egy X-be a´gyazott r sugaru´
go¨mbo¨n valamely B(x, r) ⊂ Hn ke´pe´t e´rtju¨k, amennyiben π injekt´ıv B(x, r) belse-
je´n.
Elhelyeze´sek esete´n legyen X tetszo˝leges, n dimenzio´s, ve´ges te´rfogatu´ hiper-
bolikus sokasa´g. Az elo˝zo˝ fejezetbeli Fejes To´th-fe´le ha´romszo¨gkorla´tbo´l illetve a
Bo¨ro¨czky-fe´le szimplexkorla´tbo´l ko¨vetkezik, ha X tartalmaz k darab elhelyeze´st al-
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koto´ r sugaru´ bea´gyazott go¨mbo¨t, akkor V (X) ≥ k · V (B(x, r))/σ(r). T. H. Mars-
hall [42] bela´tta, hogy σ(r) ≥ 2−0,5n+o(n). Ma´sre´szt G. A. Kabatjanskii, V. I. Le-
vensˇte˘ın [35] becsle´se´bo˝l ko¨vetkezik, hogy V (X) ≥ k ·V (B(x, r)) ·20,599n+o(n), mely
ezek szerint nagy n-re ero˝sebb becsle´s a szimplexkorla´tna´l.
A szimplexkorla´t esete´n egyenlo˝se´g, azaz V (X) = k · V (B(x, r))/σ(r) a ko¨vet-
kezo˝ esetekben teljesu¨l. Ha n = 2, e´s a ko¨relhelyeze´s a 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos sok-
szo¨gekkel valo´ ko¨veze´s be´ırt ko¨reibo˝l sza´rmazik, vagy n = 4, e´s a go¨mbelhelyeze´s a
120 cella´kkal valo´ (5, 3, 3, 3) ko¨veze´s be´ırt go¨mbjeibo˝l sza´rmazik.
Fede´sek esete´n csak a ke´tdimenzio´s esetben ismert becsle´s. Ha X egy kom-
pakt hiperbolikus felu¨let, mely lefedheto˝ k bea´gyazott r sugaru´ ko¨rrel, akkor Bo¨-
ro¨czky K. [14] vagy L. Fejes To´th [28] ha´romszo¨gbecsle´se´bo˝l is ko¨vetkezik, hogy
X felsz´ıne legfeljebb k · V (B(x, r))/ϑ(r). Egyenlo˝se´g pontosan akkor teljesu¨l, ha a
ko¨rfede´s a 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos sokszo¨gekkel valo´ ko¨veze´s ko¨ru¨l´ırt ko¨reibo˝l sza´r-
mazik.
A ke´tdimenzio´s ko¨relhelyeze´ses e´s ko¨rfede´ses eredme´nyek ko¨zo¨s a´ltala´nos´ı-
ta´sa az u´n. Momentum Te´tel hiperbolikus felu¨leteken (la´sd B. Orvos–Nagyne´ Far-
kas [51]).
A hiperbolikus sokasa´gokon valo´ go¨mbelhelyeze´sekre adott szimplexkorla´tnak
jelento˝s szerepe van e sokasa´gok te´rfogata´ra adott also´ becsle´sekben. Egy X ve´ges
te´rfogatu´ sokasa´g ̺ injektivita´si sugara a maxima´lis sugara az X-be bea´gyazhato´
go¨mbo¨knek. A szimplexkorla´t szerint V (X) ≥ V (B(x, ̺))/σ(̺). Itt egyenlo˝se´g pon-
tosan akkor teljesu¨l, ha n = 2, e´s X egy 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos 6m-szo¨g, m ≥ 2, ol-
dalazonos´ıta´saibo´l sza´rmazik. A megfelelo˝ oldalazonos´ıta´sok le´teze´se´t C. Bavard [2]
la´tta be. A´ltala´ban az injektivita´si sugarat ko¨nnyebb becsu¨lni, mint a te´rfogatot.
I´gy a Bo¨ro¨czky-fe´le szimplexkorla´t igen sok esetben vezetett rendk´ıvu¨l jo´ also´ korla´t-
hoz hiperbolikus sokasa´gok te´rfogata´ra, aka´r a minimumot is megadva a megfelelo˝
sokasa´goszta´lyban (la´sd pe´lda´ul C. Adams [1], illetve R. Kellerhals [36] e´s [37]).
A tova´bbiakban Hn-beli ve´ges elrendeze´sek su˝ru˝se´ge´t vizsga´ljuk. Tetszo˝leges
dimenzio´ban csak Molna´r J. [44] eredme´nye ismert. Ha P egy Hn-beli polie´der,
akkor tetszo˝leges F (n− 2)-lapja´na´l fekvo˝ dihedra´lis szo¨g az F -et tartalmazo´ ke´t
hiperlap belso˝ szo¨ge. Ha a P polie´der minden dihedra´lis szo¨ge legfeljebb 2π/3, akkor
[44] mo´dszere szerint r sugaru´ go¨mbo¨k ba´rmely P -beli elhelyeze´se´nek su˝ru˝se´ge
P -re vonatkozo´an legfeljebb σ(r). Egyenlo˝se´g pontosan akkor teljesu¨l, ha egy P -
be´ırt go¨mbu¨nk van, e´s vagy n = 2, e´s P egy 2π/3 szo¨gu˝ szaba´lyos sokszo¨g, vagy
n = 4, ch r =
√
5+1
2 , e´s P egy szaba´lyos 120 cella. Az eredme´ny a Fejes To´th-fe´le
ha´romszo¨gkorla´t illetve a Bo¨ro¨czky-fe´le szimplexkorla´t egyszeru˝ alkalmaza´sa.
Ve´gu¨l hiperbolikus s´ıkbeli eredme´nyeket tekintu¨nk. K. Bezdek [5] la´tta be,
ha egy ko¨r tartalmaz legala´bb ke´t r sugaru´ ko¨rt, akkor az r sugaru´ ko¨ro¨k su˝ru˝-
se´ge a nagy ko¨rho¨z ke´pest legfeljebb pi√
12
. A becsle´s nem mindig teljesu¨l tetszo˝leges
konvex s´ıkidomban vett ko¨relhelyeze´sre nagy r esete´n, de K. Bezdek [6] tala´lt kon-
vex s´ıkidomoknak egy ele´g a´ltala´nos csala´dja´t, amelyekben teljesu¨l a becsle´s (la´sd
me´g K. Bo¨ro¨czky, Jr. [16]). Megjegyezzu¨k, hogy a hiperbolikus ha´romszo¨gkorla´t
σ(r) nagyobb pi√
12
-ne´l, az euklide´szi ha´romszo¨gkorla´tna´l elhelyeze´sekre. Ma´sre´szt
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K. Bo¨ro¨czky, Jr. [18] mutatta meg, ha egy ko¨rt lefed legala´bb ke´t r sugaru´ ko¨r,
akkor az r sugaru´ ko¨ro¨k o¨sszteru¨lete´nek e´s a lefedett ko¨r teru¨lete´nek ha´nyadosa
legala´bb 2pi√
27
. Ez az eredme´ny is a´ltala´nos´ıthato´ megfelelo˝ konvex s´ıkidom fede´se´re,
de nem teljesu¨l tetszo˝leges konvex s´ıkidom fede´se´re nagy r esete´n. Megjegyezzu¨k,
hogy a hiperbolikus ha´romszo¨gkorla´t ϑ(r) kisebb 2pi√
27
-ne´l, az euklide´szi ha´rom-
szo¨gkorla´tna´l fede´sekre. Nyitott proble´ma, hogy ha a (4) defin´ıcio´t haszna´ljuk egy
ko¨rnek legala´bb ke´t r sugaru´ ko¨rrel valo´ fede´se´re, akkor az r sugaru´ ko¨ro¨k su˝ru˝se´ge
a lefedett ko¨rre vonatkozo´an legala´bb ϑ(r)-e.
7. Periodikus e´s ergodikus elrendeze´sek su˝ru˝se´ge
Legyen K konvex test Rn-ben. Ebben a fejezetben olyan eredme´nyeket ta´rgyalunk,
melyek me´gis leheto˝ve´ teszik egy, az euklide´szihez hasonlo´ su˝ru˝se´gfogalom haszna´-
lata´t, me´gha csak specia´lis elrendeze´sekre is.
Legyen C egy periodikus elrendeze´sK egybeva´go´ pe´lda´nyaival, e´s legyen X egy
olyan kompakt hiperbolikus sokasa´g, melyet C szimmetriacsoportja´nak egy Γ re´sz-
csoportja hata´roz meg. Felteheto˝, hogy a ha´nyadosleke´peze´s C ba´rmely eleme´n in-
jekt´ıv (la´sd G. Fejes To´th, G. Kuperberg, W. Kuperberg [25]). Ha Γ a C elemeit
k ekvivalenciaoszta´lyba osztja, akkor analitikus eszko¨zo¨kkel bizony´ıthato´ (la´sd pe´l-
da´ul P. D. Lax e´s R. S. Phillips [38]), hogy ba´rmely ro¨gz´ıtett x-re
(5) lim
r→∞
∑
G∈C V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) = kV (K)
V (X)
.
Ba´r a s´ıkbeli esetben a periodikussa´g nem tu˝nik tu´l nagy megszor´ıta´snak, a
periodikus elrendeze´sek igen
”
kevesen vannak” a magas dimenzio´s terekben. A te-
ret
”
egyenletesen beto¨lto˝” elrendeze´sek megfelelo˝ oszta´lya´t Lewis Bowen e´s Charles
Radin tala´lta meg. Ele´g nagy R,N > 0-ra, legyen Z a K pe´lda´nyaival valo´ azon
elrendeze´sek halmaza, melyek ba´rmely pontot legfeljebb N -szer fednek, e´s melyek
komplementere nem tartalmaz R sugaru´ go¨mbo¨t. Ba´r maga a te´r persze fu¨gg az
R, N megva´laszta´sa´to´l, de a fo˝ eredme´nyek nem. L. Bowen e´s Ch. Radin [9] Z-n
olyan topolo´gia´t definia´l, melyben a te´r kompakt, e´s rajta a Hn te´r Gn szimmet-
riacsoportja´nak terme´szetes hata´sa folytonos.
Ro¨gz´ıtu¨nk egy o ∈ Hn pontot, e´s definia´ljuk az ω : Z → Z fu¨ggve´ny a
ω(C) = #{G ∈ C : o ∈ G}
formula´val. Az o va´laszta´sa nem befolya´solja az ala´bbi a´ll´ıta´sok helyesse´ge´t. Egy
Z-n e´rtelmezett µ Borel-me´rte´ket ergodikusnak h´ıvunk, ha µ(Z) = 1 (azaz µ valo´-
sz´ınu˝se´gi me´rte´k), µ invaria´ns Gn hata´sa´ra, e´s ba´rmely Gn invaria´ns A ⊂ Z esete´n
vagy µ(A) = 0, vagy µ(A) = 1. Ko¨nnyen la´thato´, hogy az X-en e´rtelmezett inva-
ria´ns valo´sz´ınu˝se´gi me´rte´kek konvex halmaza´nak extrema´lis pontjai ergodikusak.
73
Ba´rmely periodikus C ∈ Z definia´l egy µC ergodikus me´rte´ket a ko¨vetkezo˝ tulaj-
donsa´ggal. Legyen X egy olyan kompakt hiperbolikus sokasa´g, melyet C szimmet-
riacsoportja´nak egy Γ re´szcsoportja hata´roz meg. Ha Γ a C elemeit k ekvivalencia-
oszta´lyba osztja, akkor
(6)
∫
Z
ω dµC =
kV (K)
V (X)
.
Megjegyzzu¨k, hogy µC tarto´ja a C-vel egybeva´go´ elrendeze´sekbo˝l a´ll. A. Nevo [48]
e´s A. Nevo e´s E. M. Stein [49] eredme´nyeit felhaszna´lva L. Bowen e´s Ch. Radin [9]
bizony´ıtja, ha C ∈ Z egy µ ergodikus me´rte´k tarto´ja´ba esik, akkor ba´rmely ro¨gz´ıtett
x-re
lim
r→∞
∑
G∈C V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) = ∫
Z
ω dµ.
Teha´t (6) szerint periodikus elrendeze´sekre visszakapjuk (5)-t. De mindja´rt megla´t-
juk, az u´j elme´let sok olyan e´rdekes tulajdonsa´gu´ elrendeze´st szolga´ltat, melyeket
nem tala´lunk meg a periodikusak ko¨zo¨tt.
Legyen Ze e´s Zf a Z-beli elhelyeze´sek, illetve fede´sek tere. Tova´bba´ jelo¨lju¨k
M(Ze) e´s M(Zf )-fel azon ergodikus me´rte´kek halmaza´t, melyek tarto´ja Ze-be,
illetve Zf -be esik. L. Bowen e´s Ch. Radin [9] azt is bela´tta, hogy le´tezik
δerg(K) = max
µ∈M(Ze)
∫
Z
ω dµ,(7)
ϑerg(K) = min
µ∈M(Zf )
∫
Z
ω dµ.(8)
Azt mondjuk, hogy egy C ∈ Ze optima´lis elhelyeze´s az ergodikus su˝ru˝se´gre ne´zve,
ha benne van egy olyan µ ∈M(Ze) ergodikus me´rte´k tarto´ja´ban, mely egyenlo˝se´get
szolga´ltat (7)-ben. Teha´t ha C ∈ Z optima´lis elhelyeze´s az ergodikus su˝ru˝se´gre
ne´zve, akkor ba´rmely ro¨gz´ıtett x-re
lim
r→∞
∑
G∈C V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) = δerg(K).
Tova´bba´ egy C ∈ Zf optima´lis fede´s az ergodikus su˝ru˝se´gre ne´zve, ha benne van
egy olyan µ ∈M(Zf ) ergodikus me´rte´k tarto´ja´ban, mely egyenlo˝se´get szolga´ltat
(8)-ban. Teha´t ha C ∈ Z optima´lis fede´s az ergodikus su˝ru˝se´gre ne´zve, akkor ba´r-
mely ro¨gz´ıtett x-re
lim
r→∞
∑
G∈C V
(
G ∩B(x, r))
V
(
B(x, r)
) = ϑerg(K).
L. Bowen e´s Ch. Radin [10] azt is bela´tta, ha C ∈ Z optima´lis elhelyeze´s vagy fede´s
az ergodikus su˝ru˝se´gre ne´zve, akkor teljesen tel´ıtett (la´sd 4. fejezet).
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L. Bowen e´s Ch. Radin [9] szerint le´tezik olyan megsza´mla´lhato´ halmaz, hogy
ha K egy ̺ sugaru´ go¨mb Hn-ben, e´s ̺ nem esik ebbe a halmazba, akkor legfeljebb
egyetlen, az ergodikus su˝ru˝se´gre ne´zve optima´lis elhelyeze´s vagy fede´s sem perio-
dikus. Ma´sre´szt, ha n = 2 e´s K ko¨r, akkor L. Bowen [8] bela´tta, hogy (tetszo˝leges
suga´r esete´n) δerg(K) a K periodikus elhelyeze´seinek (6) szerinti su˝ru˝se´geinek szup-
re´muma. Tova´bba´ n = 2 e´s K ko¨r esete´n az ergodikus su˝ru˝se´gre ne´zve optima´lis
elhelyeze´sek egybeva´go´ak (la´sd L. Bowen, C. Holton, C. Radin, L. Sadun [11]).
Ba´r az ergodikus su˝ru˝se´gfogalom ele´gse´ges
”
sze´p” elrendeze´st szolga´ltat, aze´rt
vannak hia´nyossa´gai. Legyen K egy olyan konvex polie´der, mellyel egybeva´go´sa´g
ereje´ig pontosan egyfe´leke´ppen lehet ko¨vezni Hn-t, e´s a ko¨veze´s nem periodikus.
Ekkor azt va´rna´nk, hogy optima´lis elhelyeze´si vagy fede´si su˝ru˝se´ge 1. Ma´sre´szt
L. Bowen e´s Ch. Radin [10] mo´dszerei mutatja´k, hogy
δerg(K) < 1 < ϑerg(K).
Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s: Ezu´ton ko¨szo¨no¨m meg Molna´r Emilnek, Moussong Ga´-
bornak e´s Wintsche Gergelynek a hathato´s seg´ıtse´get.
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SZIMMETRIKUS KO¨VEZE´SEK VE´GTELEN
SOROZATA A HIPERBOLIKUS TE´RBEN
MOLNA´R EMIL, PROK ISTVA´N, SZIRMAI JENO˝1
Reiman Istva´n Tana´r U´r 80. szu¨lete´snapja´ra
1. Bevezete´s
A. W. M. Dress, D. H. Huson e´s az elso˝ szerzo˝ ko¨zo¨s [3] munka´jukban oszta´lyozta´k
az E3 euklideszi te´r azon (T,Γ) ko¨veze´seit, ahol a ko¨veze´s Γ szimmetriacsoportja
a T ko¨veze´s lapjain tranzit´ıvan hat. Teha´t a ko¨veze´s ba´rmely ke´t lapja´hoz le´tezik
a Γ egybeva´go´sa´gcsoportnak (legala´bb) egy olyan eleme, mely az elso˝ lapot a ma´so-
dik lapra ke´pezi. A proble´ma megolda´sa´hoz kidolgozott algoritmus e´s sza´mı´to´ge´pes
program nemcsak a lehetse´ges euklideszi ko¨veze´sek teljes felsorola´sa´t eredme´nyezte,
hanem az o¨sszes ha´romdimenzio´s kombinatorikusan megadott laptranzit´ıv polie´der-
ko¨veze´st ta´bla´zatba foglalta, ahol a ko¨vezo˝ polie´derek csu´cspontjai a mindenkori
te´r
”
ve´gesben fekvo˝”, valo´di pontjai. Az algoritmus e´s a sza´mı´to´ge´pes program
a D-szimbo´lumok (B. N. Delone (Delaunay), M. S. Delaney e´s A. W. M. Dress
tisztelete´re) elme´lete´n alapul.
A fo˝ e´s egyben a legnehezebben eldo¨ntheto˝ ke´rde´s, hogy melyik geometriai
te´rben realiza´lo´dik egy kombinatorikusan megadott te´rkito¨lte´s, ha egya´ltala´n reali-
za´lo´dik. W. P. Thurston vizsga´lataibo´l ismert, hogy nyolc olyan maxima´lis egysze-
resen o¨sszefu¨ggo˝ homoge´n Riemann-te´r (Thurston-geometria) le´tezik, amelyekben
a kombinatorikusan adott ko¨veze´sek metrikusan megvalo´sulhatnak:
(1.1) E3, S3, H3, S2 ×R, H2 ×R, S˜L2R, Nil, Sol.
A [7] munka´ban szerepel a fenti geometria´k projekt´ıv te´rbe valo´ bea´gyaza´sa, eza´ltal
leheto˝ve´ va´lt, hogy a projekt´ıv metrikus geometria appara´tusa´nak felhaszna´la´sa´val
eldo¨ntsu¨k, hogy egy kombinatorikusan adott ko¨veze´s mely fenti te´rben realiza´lo´dik
metrikusan. A mo´dszernek ne´ha´ny alkalmaza´sa´t la´thatjuk a [13], [14], [9], [10]
munka´kban.
Ebben a dolgozatban teha´t a mo´dszer bemutata´sa´ra olyan (T,Γ) ko¨veze´seket
tekintu¨nk, ahol a ko¨veze´s Γ szimmetriacsoportja a T ko¨veze´s lapjain tranzit´ıvan hat.
Teha´t ba´rmely ke´t, f1, f2 laphoz le´tezik egy γ ∈ Γ, ami az elso˝ lapot a ma´sodikba
1Ke´szu¨lt a Horva´t–Magyar Korma´nyko¨zi Tudoma´nyos e´s Technolo´giai Egyu¨ttmu˝ko¨de´si Prog-
ram ta´mogata´sa´val.
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viszi f2 = f
γ
1 u´gy, hogy ko¨zben a ko¨veze´s o¨nmaga´ra ke´pezo˝dik le, ba´rmely csu´cs
csu´csba, e´l e´lre, lap lapra, test testre, illeszkede´starto´ mo´don. Ke´t ko¨veze´s (T1,Γ1),
(T2,Γ2) ekvivaria´ns, ha le´tezik olyan bijekt´ıv, illeszkede´starto´ transzforma´cio´ Φ :
T1 → T2, amelyre Γ2 = Φ−1Γ1Φ. Teha´t Φ a Γ1 ba´rmely γ1 hata´sa´t a Γ2 csoport
γ2 = φ
−1γ1φ hata´sa´ba viszi. (Jobbro´l ı´rjuk a pontleke´peze´seket.) Ha ke´t ko¨veze´s
kombinatorikusan izomorf (T1 ∼= T2), de a megfelelo˝ csoportokra teljesu¨l, hogy Γ2
gazdagabb mint Γ1 (Γ2 ≥ φ−1Γ1φ), akkor a (T1,Γ1) ko¨veze´st a (T2,Γ2) ko¨veze´s
szimmetriato¨re´se´nek nevezzu¨k.
Munka´nkban csak olyan ko¨veze´seket vizsga´lunk, ahol a (T,Γ) ko¨veze´s szimmet-
riacsoportja maxima´lis, vagyis a Γ csoport hata´sa ekvivaria´ns a ko¨veze´s illeszkede´si
struktu´ra´ja´t megtarto´ automorfizmus-csoporttal Γ ∼= AutT .
Az a´ltalunk vizsga´lt ha´romdimenzio´s kombinatorikusan megadott ko¨veze´sso-
rozatro´l (Tp,Γp), p ≥ 4, amelyet az eml´ıtett D-szimbo´lumok nyelve´n alapulo´ algo-
ritmusbo´l e´s sza´mı´to´ge´pes programbo´l sza´rmaztattunk, ma´r kora´bban [14] bebizo-
ny´ıtottuk a ko¨vetkezo˝ te´telt:
1.1. te´tel. Az ala´bbi (Tp,Γp), p ≥ 4 maxima´lis szimmetriacsoportu´, laptranzit´ıv,
valo´s csu´csokkal rendelkezo˝ ko¨veze´ssorozat a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le hiperbolikus
H3 te´rben realiza´lo´dik.
1.2. megjegyze´s. A p = 3 parame´terhez kapcsolo´do´ eset a ha´romdimenzio´s eukli-
deszi te´rben, E3-ban realiza´lo´do´ kockako¨veze´st (T3,Γ3) eredme´nyez, ahol Γ3 ∼= Ia3
(206. sorsza´mu´ te´rcsoport a nemzetko¨zi krista´lytani ta´bla´zatban). Ez azonban nem
lesz maxima´lis csoporthata´s, mert AutT3 ∼= Pm3m > Γ3 (su˝ru˝bb ra´ccsal). A to-
va´bbi p ≥ 4 esetekben mindegyik (Tp,Γp) ko¨veze´s maxima´lis lesz.
La´tni fogjuk, hogy ko¨veze´seink megjelen´ıtheto˝k a sza´mı´to´ge´p euklideszi ke´p-
ernyo˝je´n a H3 te´r Cayley–Klein-modellje alapja´n (4–7. a´bra). Ez u´j kezdeme´nye-
ze´su¨nk e´s eredme´nyu¨nk ebben a dolgozatban.
2. (Tp,Γp), p ≥ 4 ko¨veze´ssorozat
A D szimbo´lumok elme´lete´n alapulo´ algoritmusbo´l e´s sza´mı´to´ge´pes programbo´l
megkaptuk a ko¨veze´ssorozat kombinatorikus megada´sa´t. Ebben a munka´ban nem
te´ru¨nk ki a D-szimbo´lumok elme´lete´re, eze´rt mindja´rt a kombinatorikus alaptarto-
ma´nyok e´s a genera´lo´ transzforma´cio´k megada´sa´val jellemezzu¨k a ko¨veze´seket (la´sd
[2], [3], [14], [10]).
Az elso˝ a´bra mutatja a ko¨veze´sek (Tp) 8 db u´n. baricentrikus tetrae´der-
bo˝l o¨sszeragasztott alaptartoma´nya´nak FΓ va´za´t. Az alaptartoma´nyra alkalmazva
a Γp csoport transzforma´cio´it, te´rkito¨lte´st kapunk elo˝szo¨r kombinatorikus e´rtelem-
ben. Itt az
”
alaplap” pontozott e´s szaggatott vonalai mente´n lehetse´gesek to¨re´sek,
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teha´t az alaplap csu´csai nem biztos, hogy (la´tjuk majd, hogy biztosan nem), egy-
s´ıku´ak lesznek a te´rben, ahol a ko¨veze´s megvalo´sul:
FΓ = A180 A2A3A121 ∪A121 A2A3A230 ∪A230 A2A3A341 ∪A180 A2A3A121 ∪(2.1)
∗ ∪A450 A2A3A561 ∪A561 A2A3A670 ∪A670 A2A3A781 ∪A781 A2A3A180 .
1. a´bra
A kombinatorikusan megadott transzforma´cio´k, amelyek a sza´mı´to´ge´pes lista´-
bo´l kiolvashato´k, a ko¨vetkezo˝k:
r :
”
tengelyes tu¨kro¨ze´s” az r = A121 A
56
1 egyenesre (fe´lforga´s),(2.2)
A121 A
18
0 A
67
0 A
56
1 → A121 A230 A450 A561 ;
z : forgata´stu¨kro¨ze´s:(2.3)
az r1 = A
67
0 A3 ko¨ru¨li 2p-forgata´s (2π/(2p) szo¨ggel) e´s az r1 egyenesre
A3-ban a´ll´ıtott ”
mero˝leges s´ıkra” valo´ tu¨kro¨ze´s szorzata (p ≥ 4),
A180 A
12
1 A
23
0 A3 → A230 A341 A450 A3;
r1 : az r1 = A
67
0 A3 ko¨ru¨li p-forgata´s (2π/p szo¨ggel),(2.4)
A180 A
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1 A
67
0 A3 → A450 A561 A670 A3.
La´thatjuk, hogy z2 = r1.
A polie´dere´lek ko¨ru¨lja´ra´sa´bo´l ado´do´ Poincare´-algoritmus ([3], [6]) alapja´n az elo˝bb
felsorolt genera´lo´, kombinatorikusan megadott (ke´so˝bb la´thato´ mo´don a hiperboli-
kus te´rben realiza´lo´do´) transzforma´cio´k ko¨zo¨tt a Γp csoport ala´bbi definia´lo´ rela´cio´i
a´llnak fenn:
r2 = rp1 = rzrr1rr
−1
1 rz
−1 = zzr−11 = 1.
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Mindezekbo˝l leolvashato´ a Γp csoport ke´t genera´torral to¨rte´no˝ megada´sa:
(2.5) Γp = {r, z − r2 = z2p = rzrz2rz−2rz−1 = 1}.
2.1. A projekt´ıv koordina´ta-rendszer. Tekintsu¨k a valo´s sza´mtesten, R-en
e´rtelmezett V4 vektorteret, e´s jelo¨lje a dua´lis tere´t V 4. A ma´sodik a´bra´n la´thatjuk
az A0A1A2A3 tetrae´dert, amelyet a FΓ alaptartoma´nybo´l sza´rmaztathatunk. A1 az
A121 A
34
1 szakasznak a (mint ke´so˝bb la´thato´, a hiperbolikus te´rben) feleze´spontja.
Jellemezze a V 4 te´r egy {b0, b1, b2, b3} ba´zisa ennek a tetrae´dernek az oldals´ıkjait;
a V 4 te´r forma´it do˝lt fe´lko¨ve´r betu˝kkel jelo¨lju¨k a tova´bbiakban. Az Ai csu´ccsal
szemben a bi, (i = 0, 1, 2, 3) forma´val adott s´ık fekszik. A tetrae´derhez ke´so˝bb
meghata´rozando´ szimmetrikus Coxeter–Schla¨fli-ma´trix a ko¨vetkezo˝ alaku´:
(2.6) (bij) :=

1 − cos pi2p 0 0
− cos pi2p 1 − cosβ12 0
0 − cosβ12 1 − cosβ23
0 0 − cosβ23 1
 ,
ahol a ma´trixban βij jelo¨li a (bi), (bj) s´ıkok szo¨ge´t a (jo¨vendo˝beli) bea´gyazo´
H3 te´rben:
(2.7) bij =
{
1, i = j
− cosβij , i 6= j.
2. a´bra
A (bij) ma´trix seg´ıtse´ge´vel e´rtelmezzu¨k majd a ko¨vetkezo˝ kvadratikus alakot,
majd skala´ris szorzatot a V 4 forma´i (a s´ıkok) ko¨zo¨tt (Einstein-fe´le o¨sszegze´st hasz-
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na´lunk az egyezo˝ also´ e´s felso˝ betu˝indexekre 0-to´l 3-ig):
ξib
ijξj =
(
ξ0 − cos π
2p
ξ1
)2
+ sin2
π
2p
(
ξ1 − cosβ
12
sin2 pi2p
ξ2
)2
+(2.8)
+
(
1− cos
2 β12
sin2 pi2p
)
ξ2ξ2 − 2 cosβ23ξ2ξ3 + ξ3ξ3 =
=
(
ξ0 − cos π
2p
ξ1
)2
+ sin2
π
2p
(
ξ1 − cosβ
12
sin2 pi2p
ξ2
)2
+
+ (ξ3 − cosβ23ξ2)2 + ξ2ξ2
(
1− cos
2 β12
sin2 pi2p
− cos2 β23
)
;
〈 , 〉 : V 4 × V 4 −→ R, 〈u,v〉 :=
〈
b
iui, b
jvj
〉
= uib
ijvj .
A kvadratikus alakban ξ2ξ2 egyu¨tthato´ja negat´ıv lesz, ha p ≥ 4. A skala´ris szor-
zat majd a projekt´ıv metrika´t is meghata´rozza. Az ai ∈ V4, i ∈ I = {0, 1, 2, 3},
vektorok az aib
j = δji (Kronecker-delta) egyenlet seg´ıtse´ge´vel a {b0, b1, b2, b3} ba´-
zis {a0,a1,a2,a3} dua´lis ba´zisa´t hata´rozza´k meg. Az ai ∈ V4, i ∈ I = {0, 1, 2, 3},
vektorok az A0A1A2A3 tetrae´der csu´cspontjainak lesznek meghata´rozo´ vektorai.
Ha det bij 6= 0, akkor az aikbkj = δji egyenlet alapja´n ke´pezheto˝ lesz a (bij)
inverz ma´trixa (aij) = (b
ij)
−1
, amelynek seg´ıtse´ge´vel e´rtelmezheto˝ az ala´bbi V4-
beli (pontok ko¨zo¨tti) skala´ris szorzat (Einstein-konvencio´!):
(2.9) 〈 , 〉 : V4 ×V4 −→ R, 〈x,y〉 := 〈xiai, yjaj〉 = xiaijyj .
Mindezek alapja´n definia´lhato´ lesz egy linea´ris polarita´s e´s inverze a
”
formate´r”
e´s a
”
pontte´r” ko¨zo¨tt az ala´bbiak (ford´ıtott sorrendben is lehetse´ges [7]) szerint:
(∗) : V 4 −→ V4 : u 7→ u∗ = u, (∗) : V4 −→ V 4 : x 7→ x∗ = x,(2.10)
u := u∗ =
(
b
iui
)
∗ = uib
i
∗ = uib
ijaj ,
x := x∗ =
(
xiai
)∗
= a∗i x
i = bkakix
i,
〈x,u〉 = xu = 〈x,u〉.
A fenti (bij) e´s (aij) ma´trixok seg´ıtse´ge´vel e´rtelmezhetju¨k majd a ha´romdimenzio´s
projekt´ıv metrikus teret P3(V4,V 4, 〈 , 〉), amelyben ha x ∈V4, tova´bba´ u ∈ V 4 e´s
teljesu¨l a 〈x,u〉 = xu = 〈x,u〉 = 0 egyenlet, akkor az (u) e´s (x) s´ıkok mero˝legesek
egyma´sra, vagy (u) e´s (x) egyma´shoz konjuga´lt pontok P3-ban, vagy az (u) s´ık
tartalmazza az (x) pontot.
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3. A (Tp,Γp), p ≥ 4 ko¨veze´ssorozat metrikus realiza´cio´ja
Legyenek a C := A230 pont projekt´ıv koordina´ta´i C(c) = (0, 1, c
2, c3). Az elso˝ koor-
dina´ta´t 0-nak va´lasztjuk, ezzel (la´tjuk majd, jogosan) feltesszu¨k, hogy C a b0 s´ıkban
fekszik, a ma´sodik koordina´ta va´laszthato´ 1-nek, ha C nincs a b1 s´ıkban. Tova´bba´
legyenek c2 e´s c3 valo´s sza´mok.
A gondolatmenetu¨nk le´nyege a ko¨vetkezo˝:
Feltesszu¨k, hogy a ko¨veze´ssorozat minden p ≥ 4 parame´ter esete´n a hiperbolikus
te´rben valo´sul meg, majd a te´rkito¨lte´st meghata´rozo´ ismeretlenek c2, c3, β12, β23
sza´ma´ra a genera´lo´ transzforma´cio´k ((2.2), (2.3), (2.4)) seg´ıtse´ge´vel egyenletrend-
szert ı´runk fel. Ha biztos´ıtani tudjuk, hogy minden p ≥ 4 parame´ter esete´n le´tezik
megolda´s, akkor a ko¨veze´s valo´ban a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le hiperbolikus te´rben
realiza´lo´dik. Ehhez me´g az is kell majd, hogy a (2.10)-beli bij e´s aij ma´trixok szig-
natu´ra´ja valo´ban ( −, +, +, + ) legyen.
A (b) s´ıkra valo´ s s´ıktu¨kro¨ze´st az (x) pontra e´s (x)
s
ke´pe´re az ala´bbi ke´plet
alapja´n ı´rhatjuk fel (amelynek pl. az {ai} ba´zisbeli ai → sjiaj ma´trixa´t is fel´ırhat-
na´nk):
(3.1) x 7→ xs ∼ x− 2 〈x,b〉〈b,b〉b,
ahol (b) a (b) s´ıknak a s´ıkra nem illeszkedo˝ po´lusa, eze´rt 〈b,b〉 6= 0.
A z forgata´stu¨kro¨ze´s (e´s ma´trixa) fel´ırhato´ a b1, b0, b3 s´ıkokra valo´ tu¨kro¨ze´sek
egyma´suta´njake´nt. A (2.3)-beli z transzforma´cio´ sora´n a C(c) = (0, 1, c2, c3) pont
a C1 pontba jut (la´sd 2. a´bra), az A0 pont a A
1
0 = A
34
1 pontba keru¨l. A pontok
koordina´ta´it a (3.1) ke´plet e´s (bij) (2.6–8) ke´pletei alapja´n sza´mı´tottuk ki:
C1(c1) =
(
−2 cos π
2p
, 4 cos2
π
2p
− 1, c2 + 2 cosβ12 + 2c3 cosβ23,−c3
)
,(3.2)
A341 = A
1
0
(
a10
)
=
(
1,−2 cos π
2p
, 0, 0
)
.
A projekt´ıv geometria szelleme´ben ba´rmely nulla´to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ x ∈ V4 \ {0}
vektor e´s a´llando´szorosa cx (0 6= c ∈ R) ugyanazt az X(x) pontot hata´rozza meg.
Hasonlo´an ba´rmely nem ze´rus u ∈ V \ {0} linea´ris forma e´s u 1c ugyanazt az u(u)
s´ıkot jellemzi. A fenti polarita´s vagy skala´rszorzat metrika´t (ta´volsa´g- e´s szo¨gmet-
rika´t) e´rtelmez a hiperbolikus, ( −, +, +, + ) szignatu´ra´ju´ projekt´ıv metrikus
te´rben [5].
Teha´t ( −, +, +, + ) szignatu´ra esete´n az u(u) e´s v(v) s´ıkok σ(u, v) szo¨ge´re
cos
[
σ(u, v)
]
=
〈u,v〉√
〈u,u〉〈v,v〉
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a fenti (bij) seg´ıtse´ge´vel, ahogy ez a go¨mbi geometria´ban is szoka´sos. A ( −, +,
+, + ) szignatu´ra´ju´ hiperbolikus te´r X(x) e´s Y (y) pontjainak ρ(X,Y ) ta´volsa´ga´t
cosh
[
1
k
ρ(X,Y )
]
=
−〈x,y〉√〈x,x〉〈y,y〉
a fenti (aij) seg´ıtse´ge´vel ke´pezzu¨k (k a go¨rbu¨leti a´llando´, −k2 = K a szorzatgo¨rbu¨-
let).
A C1(c1) pontot a (b
0) s´ıkra valo´ tu¨kro¨ze´s a C2(c2) = A
18
0 pontba viszi
(2. a´bra), a koordina´ta´k a (3.1) ke´plet alapja´n sza´molhato´k:
C2(c2) ∼ c1 − 2 〈c1,b
0〉
〈b0,b0〉b
0 = c1 + 4 cos
π
2p
b0jaj =(3.3)
= 2 cos
π
2p
a0 − a1 +
(
c2 + 2 cosβ12 + 2c3 cosβ23
)
a2 − c3a3.
Az r tengelyes tu¨kro¨ze´s, vagy fe´lforga´s az r = A0D egyenes ko¨ru¨l, ahol D az A3C1
feleze´spontja. A projekt´ıv metrikus geometria appara´tusa alapja´n (az Einstein-
konvencio´t a 0,1 go¨ro¨g indexekre is kiterjesztju¨k) a fe´lforga´st az ala´bbi formula
hata´rozza meg (ennek ai → rjiaj ma´trixa´t sza´mı´to´ge´pu¨nkre b´ızzuk):
r : y 7→ yr := −y + 2〈y, eα〉eαβeβ , α, β ∈ {0, 1},(3.4)
ahol eαβ := 〈eα, eβ〉, eαβ := (eαβ)−1,
a mi esetu¨nkben e0 = a0, e1 = d = c1 +
√
c11
a33
a3.
Ugyanis, kicsit hosszadalmasan bela´thato´, hogy D(d) ı´gy valo´ban a C1(c1) e´s
A3(a3) felezo˝pontja, az r involut´ıv transzforma´cio´na´l az A0(a0 = e0) e´s D(d = e1)
egyenese´nek pontjai fixpontok. A tova´bbiakat ke´so˝bb biztos´ıtjuk. A ne´gy ismeret-
len: c2, c3, cosβ12, cosβ23 ko¨zo¨tti elso˝ o¨sszefu¨gge´s abbo´l ado´dik, hogy az A0 pont
a C2C szakasz feleze´spontja:
(3.5) a0 ∼ c2 + c⇔ c2 + cosβ12 + c3 cosβ23 = 0.
A ma´sodik egyenletet a CA0D ha´romszo¨gbo˝l kapjuk abbo´l, hogy az A0 csu´csna´l
dere´kszo¨g kell, hogy legyen:
〈a0, c〉〈d,a0〉 − 〈a0,a0〉〈c,d〉 = 0.(3.6)
Hasonlo´ meggondola´s vezet a ko¨vetkezo˝, harmadik egyenlethez. Az A0DA3 ha´rom-
szo¨gben a D csu´csna´l dere´kszo¨g lesz:
〈d,a0〉〈d,a3〉 − 〈a0,a3〉〈d,d〉 = 0.(3.7)
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A negyedik, (3.8) egyenletet csak sza´mı´to´ge´pu¨nk ı´rta fel. Ezt az rzrr1rr
−1
1 rz
−1 = 1
rela´cio´ teljesu¨le´se´bo˝l kapjuk. Bela´thato´, hogy ez geometriailag azt jelenti, hogy a D,
A0, A
z−2rz−1
0 pontok egy egyenesre illeszkednek, so˝t az A0 pont feleze´spont is.
A (3.5–8) egyenletrendszer megolda´sa´nak le´teze´se´t minden 4 ≤ p ∈ N terme´sze-
tes sza´m parame´terre egy viszonylag hosszadalmas diszkusszio´ uta´n biztos´ıtottuk
az [14] dolgozatban, amit most nem re´szletezu¨nk. Tova´bba´ konkre´t p parame´ter ese-
te´re sza´mı´to´ge´ppel ki is tudjuk sza´molni tetszo˝leges
”
gyakorlatias” pontossa´ggal az
ismeretlenek e´rte´ke´t. Mindezeket az 1. ta´bla´zatban foglaljuk o¨ssze. So˝t a megolda´st
jelento˝ A0A1A2A3 szimplexet e´s a teljes C2CC1A3A2 gu´la´t is tudjuk sza´mı´to´ge´ppel
anima´lni p fu¨ggve´nye´ben a ξib
ijξj = 0, illetve y
iaijy
j = 0 abszolu´t alakzat va´ltoza´-
sa´val. Ma´r eml´ıtettu¨k, hogy a p = 3-hoz tartozo´, bij-ben ( 0, +, +, + ) szignatu´ra
euklideszi realiza´cio´hoz, tova´bba´ a p =∞ esethez tartozo´
(bij) =

1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1
 ,
ξib
ijξj = (ξ0 − ξ1)2+(ξ2 − ξ3)2 alak, vagyis ( 0, 0, +, + ) szignatu´ra majdH2×R-
degenera´cio´hoz vezet.
Table 4
p cosβ12 cosβ23 c2 c3
4 0,29289322 0,78823876 0,41421356 −0,89707182
5 0,21850801 0,88289778 0,70710679 −1,04838274
6 0,16826219 0,93060486 0,91940168 −1,16877089
7 0,13293569 0,95662983 1,07764913 −1,26425813
8 0,10728706 0,97169944 1,19486358 −1,34007552
9 0,08816348 0,98085346 1,28557519 −1,40055444
. . . . . . . . . . . . . . .
15 0,03535790 0,99689705 1,54731829 −1,58760244
. . . . . . . . . . . . . . .
20 0,02049907 0,99895409 1,62401525 −1,64623628
. . . . . . . . . . . . . . .
30 0,00931964 0,99978331 1,68261344 −1,69229978
. . . . . . . . . . . . . . .
50 0,00339553 0,99997120 1,71397687 −1,71742180
. . . . . . . . . . . . . . .
p→∞ 0 1 √3 −√3
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4. A grafikus megjelen´ıte´sro˝l
A 3. a´bra´n kiindulunk az 1. e´s 2. a´bra p = 3 parame´terhez tartozo´ euklideszi kocka-
ko¨ze´pponti szo¨glet projekt´ıv E0 = A3 = A2, E
∞
1 , E
∞
2 , E
∞
3 , E = A3 koordina´ta-
szimplexe´bo˝l, ahol E0 a kocka ko¨ze´ppontja, E
∞
1 , E
∞
2 , E
∞
3 rendre az x-, y-, z-
tengely ve´gtelen ta´voli, idea´lis pontja. Teha´t az E0(e0), E
∞
1 (e1), E
∞
2 (e2), E
∞
3 (e3),
E(e = e0 + e1 + e2 + e3) u´n. Descartes-fe´le homoge´n koordina´tarendszerben:
(a0) = A0(1,−1, 0, 1), (a1) = A1
(
1,−1
2
,−1
2
, 1
)
,(4.1)
(a2) = A2(1, 0, 0, 0), (a3) = A3(1, 1, 1, 1),
(c) = C(1,−1,−1, 1), (c1) = C1(1, 1,−1, 1),
(c2) = C2(1,−1, 1, 1), (d) = D(1, 1, 0, 1),
(f) = F (1, 0, 0, 1), (a10) = A
1
0(1, 0,−1, 1).
A tova´bbiakban a kora´bbi A0A1A2A3 koordina´taszimplexhez p = 4, 5, . . . parame´-
terekhez kisza´mı´tott pontkoordina´ta´kat (e´s s´ıkkoordina´ta´kat, azaz forma´kat) a fenti
E0E
∞
1 E
∞
2 E
∞
3 koordina´tarendszerben fejezzu¨k ki e´s ”
a´bra´zoljuk”. Ehhez a (4.1)-
bo˝l az
ai =: A
j
iej e´s b
k =: elBkl , azaz(4.2) 
a0
a1
a2
a3
 =

1 −1 0 1
1 −1/2 −1/2 1
1 0 0 0
1 1 1 1


e0
e1
e2
e3
 ,
(
b
0
b
1
b
2
b
3
)
=
(
e0 e1 e2 e3
)
0 0 1 0
−1 2/3 0 1/3
1 −4/3 0 1/3
0 2/3 −1 1/3

egyma´shoz inverz Aji e´s B
k
l ma´trixokat haszna´ljuk fel, ahol persze aib
k = δki ,
eje
l = δlj fontos lesz, eze´rt igaz pl. ek = B
l
kal. A p = 4, 5, . . . parame´tere´rte´kekre
az alaplapot az A0D szakaszbo´l, mondjuk az F felezo˝pontja´bo´l csillagszeru˝en ki-
alak´ıtva, az FC2C, FCC1, FC1A3, FA3C2 ha´romszo¨gek egyes´ıte´se´nek tekintju¨k.
A 3. a´bra F alaptartoma´nya´hoz persze a (2.8–9) skala´rszorzatok a´ltal sza´rmazta-
tott szo¨g illetve ta´volsa´gmetrika tartozik, melyeket (4.2) alapja´n is kisza´mı´thatunk.
I´gy a Cayley–Klein-modell abszolu´t pont- e´s s´ıkalakzata´nak egyenleteit is kifejez-
hetju¨k a szoka´sos euklideszi koordina´ta´kkal, e´s a´bra´zolhatjuk o˝ket a sza´mı´to´ge´p
ke´pernyo˝je´n, persze a p = 4, 5, . . . parame´terekto˝l fu¨ggo˝en. Ehhez pe´lda´ul az ab-
szolu´t pontalakzat (xiai) pontja mely – (2.9) szerint – 0 = x
iaijx
j egyenletnek tesz
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eleget ((aij) = (b
ij)
−1
a (2.8) ke´plet szerint), xiAki ek =: ξ
kek szerint
(
ξ0, ξ1, ξ2, ξ3
)
homoge´n koordina´ta´kkal rendelkezik, e´s (4.2) szerint
0 = xiaijx
j = ξkBikaijB
j
l ξ
l =: ξkeklξ
l = 〈x,x〉,(4.3)
BikaijB
j
l =: ekl = 〈ek, el〉
fejezi ki az abszolu´t alakzat egyenlete´t a Descartes-fe´le E0E
∞
1 E
∞
2 E
∞
3 E koordina´-
tarendszerben, e´s mutatja a ( −, +, +, + ) szignatu´ra´ju´ sza´rmaztatott skala´rszor-
zatot.
3. a´bra
A 3. a´bra F alaptartoma´nya´hoz teha´t az abszolu´t pontalakzatot is a´bra´zol-
hatjuk. Pe´lda´ul a fenti kockako¨ze´pponti szo¨glet E0C, E0C1, E0A3, E0C2 fe´legyene-
seken levo˝ pontjait e´s a tova´bbi (te0 + ξ
kek) alaku´ pontjait, (ξ
kek) ro¨gz´ıte´se´vel e´s
t kisza´mı´ta´sa´val egy ma´sodfoku´ egyenletbo˝l (4.3) alapja´n nyerju¨k. Az F tetszo˝le-
ges Γp-ke´pe´t is megkaphatjuk a (2.5) megada´shoz tartozo´ genera´torok A0A1A2A3
szimplexhez tartozo´ {ai} ba´zisa´ban fel´ırva, majd – (4.2) szerinti konjuga´la´ssal –
az E0E
∞
1 E
∞
2 E
∞
3 E-hez tartozo´ {ei} ba´zisban fel´ırva. Ezt a sza´mı´to´ge´p ve´gzi. Pe´l-
da´ul az r fe´lforga´s (3.4) formula´hoz tartozo´ ai → rjiaj ma´trixa´bo´l az {ek} ba´zishoz
tartozo´ ek → Rlkel ma´trixot elo˝bb
Aki ek → rjiAljel, majd BisAki ek → BisrjiAljel e´s(4.4)
BisA
k
i = δ
k
s miatt ek → BikrjiAljel, ve´gu¨l Rlk = BikrjiAlj
alakban kapjuk (4.2)-bo˝l. Eze´rt egy tetszo˝leges (ξkek) pont (η
lel) r-ke´pe´re nyerju¨k:
(4.5) ξkek → ξkRlkel =: ηlel, teha´t ηl = ξkRlk.
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Az E0E
∞
1 E
∞
2 E
∞
3 E euklideszi koordina´tarendszerben le´vo˝ sza´mı´to´ge´pi ke´per-
nyo˝re valo´ mero˝leges (euklideszi e´rtelemben) vagy ma´sfajta vet´ıte´s elja´ra´sa´t, va-
lamint az ege´sz Cayley–Klein-modell ke´pernyo˝n to¨rte´no˝ euklideszi mozgata´si elja´-
ra´sait rutinszeru˝en ve´gezhetju¨k az ismert programcsomagok alapja´n (la´sd a 4–7.
a´bra ke´peit, tova´bba´ a [11] honlapot.
Tala´n ra´mutattunk a fentiekben arra, hogy a ko¨veze´sek euklideszi e´s nem
euklideszi terekben kibontakozo´ elme´lete e´s realiza´cio´i, valamint ezek sza´mı´to´ge´pes
megjelen´ıte´se me´g sok kutata´si leheto˝se´get tartogat. Bolyai Ja´nos
”
ujj ma´s vila´ga”
ku¨lo¨no¨sen gazdag ebbo˝l a szempontbo´l.
4. a´bra
5. a´bra
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Emil Molna´r, Istva´n Prok, Jeno˝ Szirmai: An infinite series of
symmetric tilings in the hyperbolic space1
The face-transitive Euclidean cube tiling under the crystallographic group Γ3 = Ia3
and with fundamental domain in Fig. 1 can be extended combinatorially to the
groups Γp (4 ≤ p ∈ N) by presentation (2.5). Our Theorem 1.1 says that every tiling
(T,Γp) above can metrically be realized in the Bolyai–Lobachevskyan hyperbolic
space H3. Moreover the projective metric realization can be animated by computer
in E3 (in E2-pictures) by the fundamental domains Fp, p = 3 (for E3), 4, 5, . . .
(forH3). These latter ones are made by various absolute quadratic forms, depending
on parameter p.
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A HIPERBOLIKUS SI´K BEA´GYAZHATO´SA´GA´RO´L
OLA´H-GA´L RO´BERT
1. Bevezete´s
Hol valo´sul meg a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le geometria?
Van-e olyan terme´szetes ko¨zeg, ahol megvalo´sul a nemeuklideszi geometria?
Ko¨zismert, hogy sok logikai modellu¨nk van a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le geomet-
ria´ra e´s fontos matematikai alkalmaza´sai is vannak a nemeuklideszi geometria´nak.
Eze´rt az ala´bbi bevezeto˝ben inka´bb az alkalmazhato´sa´g szempontja´bo´l ismertetem
a hiperbolikus s´ık bea´gyazhato´sa´ga´t, e´s arro´l szeretne´m meggyo˝zni az olvaso´t, hogy
nincs olyan terme´szeti jelense´g vagy ta´rgy, amelyen a teljes Bolyai–Lobacsevszkij-
fe´le s´ıkgeometria megvalo´sulna. Terme´szetesen ez inka´bb fizikai, mint filozo´fiai
ke´rde´s. A matematika anyagtalan, logikai tudoma´ny, e´s a Bolyai–Lobacsevszkij-
geometria´nak sok matematikai-logikai modellje e´s sok matematikai alkalmaza´sa
van.
De van-e olyan nyilva´nvalo´ jelense´g vagy ta´rgy, mozga´s, amelyen terme´sze-
tes mo´don a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le geometria valo´sulna meg? E sorok ı´ro´ja´nak
ve´leme´nye szerint az ilyen jelense´gek nagyon ritka´k, e´s kurio´zumsza´mba mennek.
Pe´lda´ul az e´gi mechanika´ban nemre´g mutatta´k ki, hogy a ke´ttestproble´ma megol-
da´sa´ban, az u¨sto¨ko¨so¨k mozga´sa terme´szetesebben le´ırhato´ a Bolyai–Lobacsevszkij-
fe´le geometria seg´ıtse´ge´vel [7]. Olvastam olyan magyara´zatot, hogy egy kelka´poszta
levele´n modellezheto˝ a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le geometria. De ezek mind csak ku-
rio´zumok, loka´lis tulajdonsa´gok, ahogy egy ko¨zo¨nse´ges 3 dimenzio´s te´rben, a kons-
tans negat´ıv go¨rbu¨letu˝ felu¨leteken loka´lisan megvalo´sul a Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le
geometria. La´ssuk a ko¨vetkezo˝ analo´gia´t:
Az absztrakt algebra´ban rengeteg modellu¨nk van. Vegyu¨k csak a csoport-
elme´letet; ezt meghata´rozza a belso˝ mu˝velet fogalma e´s me´g ha´rom axio´ma. Pe´l-
da´nk, vagyis modellu¨nk nagyon sok van. Persze itt is vannak
”
terme´szetes” proto-
t´ıpusok, mint amilyen az ege´sz sza´mok addit´ıv csoportja, vagy a permuta´cio´k
csoportja, amely az n elemen le´tes´ıtett bijekt´ıv fu¨ggve´nyek halmaza a fu¨ggve´ny-
o¨sszete´tel (kompoz´ıcio´) mu˝velete´vel, de sok ma´s nyilva´nvalo´ pe´lda´nk van me´g. Ezzel
szemben a geometria´ban, pe´lda´k dolga´ban szege´nyek vagyunk. Nagyon szege´nyek!
Mi ennek az oka? Nagyon gazdag axio´marendszeru¨nk, e´s eze´rt keve´s modellu¨nk van,
eze´rt olyan nehe´z e´s vonzo´ a geometria! A ke´tdimenzio´s euklideszi geometria´nak az
egyetlen terme´szetes modellje a s´ıkfelu¨let. Persze differencia´lgeometriailag minden
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nulla go¨rbu¨letu˝ felu¨let loka´lis modellje lehet az euklideszi s´ıkgeometria´nak. Persze
ennek van gyakorlati jelento˝se´ge is, hogy pe´lda´ul a hengerfelu¨leten vagy a ku´p-
felu¨leten kicsiben megvalo´sul az euklideszi geometria, mert ı´gy az a´csok ko¨nnyeb-
ben tudnak kofra´zst e´p´ıteni a betonkio¨nte´shez, mint pe´lda´ul egy nem rigla´lhato´
felu¨letnek. De aze´rt sehol sem tan´ıtja´k az euklideszi geometria´t a hengerfelu¨leten.
A hengerfelu¨leten csak loka´lisan e´rve´nyesu¨l az euklideszi geometria!
A Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le geometria
”
ne´pszeru˝s´ıte´se´nek” elso˝ megra´zo´ ese-
me´nye, David Hilbert te´tele volt, mi szerint: a 3 dimenzio´s euklideszi te´rben nincs
teljes a´llando´ negat´ıv go¨rbu¨letu˝ felu¨let. Vagyis a 3 dimenzio´s euklideszi te´rben a
teljes Bolyai–Lobacsevszkij-fe´le geometria terme´szetes mo´don nem valo´sul meg.
A ma´sik megra´zo´ eseme´ny ma´ig sem vonult a´t a ko¨ztudatba, ezt Erhard
Schmidt 1927-ben fedezte fel. Erhard Schmidt te´tele alapja´n az n dimenzio´s euk-
lideszi te´rben nem tudunk olyan konstans negat´ıv go¨rbu¨letu˝ teljes felu¨letet elo˝-
a´ll´ıtani, hogy egy euklideszi egyparame´teres mozga´scsoport ege´sz te´rben e´rve´nyes
transzforma´cio´ja´val a felu¨letu¨nket o¨nmaga´ba transzforma´lja. Ez azt jelenti, hogy
me´g az n dimenzio´s euklideszi te´rben sem le´tezik a teljes hiperbolikus s´ık olyan
forma´ban, hogy rajta az alakzatok szabadon mozgathato´k legyenek, legala´bb egy
forgata´s vagy eltola´s ereje´ig. Teha´t a hiperbolikus s´ık valamilyen e´rtelemben, ege´-
szen u´jszeru˝ objektum, e´s kikeru¨l a terme´szetes szemle´letu¨nkbo˝l.
Ez megra´zo´ felismere´s, e´s egyik magyara´zata lehet annak, hogy nem tudjuk
bevinni a ko¨ztudatba!
Felide´zzu¨k Erhard Schmidt egy 1927-bo˝l valo´ ta´rgyala´sa´t [3], amelyben meg-
mutatta, hogy az n dimenzio´s euklideszi te´rben nem tudunk olyan konstans negat´ıv
go¨rbu¨letu˝ felu¨letet elo˝a´ll´ıtani, hogy egy euklideszi egyparame´teres mozga´scsoport
ege´sz te´rben e´rve´nyes transzforma´cio´ja´val a felu¨letu¨nket o¨nmaga´ba transzforma´lja.
Ismert megada´si forma´ja egy ilyen csoportnak a ko¨vetkezo˝ ko¨zo¨nse´ges differencia´l-
egyenletrendszer:
(1) x˙i =
∑
k
aikxk + ai, i = 1, 2, . . . , n
integra´la´sa´bo´l sza´rmazik, ahol az aik, ai egyu¨tthato´k konstansok, e´s aik antiszim-
metrikus ma´trix. A csoportparame´ternek, ami szerint itt deriva´ltunk, ba´rmit ve-
hetu¨nk, azzal a felte´tellel, hogy a csoportopera´cio´ra ne´zve addit´ıv legyen. Vegyu¨nk
akkor egy olyan szingularita´smentes, konstans negat´ıv go¨rbu¨letu˝ felu¨letet, amelyet
egy ilyen mozga´scsoport o¨nmaga´ba transzforma´l. A mozga´scsoport pa´lya´ıve legyen
u = 0, e´s a hozza´ tartozo´ ortogona´lis geodetikus vonal legyen v = konst, amely
ortogona´lis trajektoria´ja legyen u = konst. Ezek isme´t a mozga´scsoport pa´lya´ıvei
lesznek. A v parame´ter az u = 0 pa´lya ı´vhosszparame´tere, mı´g az u parame´ter a
v = konst pa´lya ı´vhosszparame´tere.
Az u = konst pa´lya v e´s vt ko¨zo¨tti △v ı´v darabja´nak egy transzforma´cio´ sora´n
a darab hossza fog megfelelni, amie´rt a dsdv az u = konst go¨rbe´n konstans marad.
Tudva´n me´g, hogy K = −1, a felu¨let elso˝ alapforma´ja
(2) s˙2 = u˙2 + (chu+ α shu)
2
v˙2,
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ahol α konstans. A bevezetett koordina´ta´k az ege´sz felu¨leten e´rtelmezettek, ahol
chu+ α shu 6= 0. Mivel geode´tikus koordina´tarendszert vezetu¨nk be, eze´rt
ds2 = du2 +G(u, v)dv2,
amikor is K = −
√
Guu√
G
, e´s innen ado´dik (2), hiszen
√
G = | chu+ α shu|,
√
Gu = | shu+ α chu|
e´s √
Guu = | chu+ α shu|.
A bevezetett koordina´ta´k az ege´sz felu¨leten e´rtelmezettek, ahol chu+ α shu 6= 0.
Akkor alkalmazzuk az (2) u < u0-ra, ha u0 > 0 e´s u > u0-ra, ha u0 < 0, ı´gy
mindenu¨tt u = 0 a ta´rgyalando´ u e´rte´k tartozik.
Vegyu¨nk egy darabot u = u¯ pa´lyago¨rbe´n, e´s v-t vehetju¨k csoportparame´ternek.
Az (1) alapja´n (
ds
dv
)2
=
∑
αikxixk + 2
∑
αixi + α0,
ahol αik, αi az aik e´s ai a´ltal meghata´rozottak, e´s nyilva´nvalo´an konstansok.
A = max
i,j,k
{αik, αj}, X = max
u=u¯
|xi|.
(
ds
dv
)2
<
∑
AAXX + 2
∑
AX +A <
< A2
(
n2X2 + 2nX + 1
)
= A2(nX + 1)
2
.
Nyilva´nvalo´, hogy X < X0 + |u¯|, ahol X0 = maxu=0 |xi|, de a (2) alapja´n(
ds
dv
)2
= (ch u¯+ α sh u¯)
2
,
ı´gy ha´t
ch u¯+ α sh u¯ < A
(
1 + n|X0 + u¯|
)
ba´rmely u¯-n, amelyre tetszo˝leges nagy e´rte´k tartozik. Ez nyilva´nvalo´ lehetetlense´g!
A te´nyek azt mondja´k, hogy az E4-ben (4 dimenzio´s euklideszi te´r), az E3-mal
szemben ma´s tulajdonsa´gu´ felu¨letek is vannak. Vagyis a felu¨letek egy olyan geo-
metriai csala´dot alkotnak a 4 dimenzio´s te´rben, amelyeknek nincsen 3 dimenzio´beli
analogonja. Mert a 3 dimenzio´beli felu¨letek 4 dimenzio´beli megfelelo˝i a hiperfelu¨-
letek e´s az E4-beli hiperfelu¨letek o¨ro¨klik az E3-beli felu¨letek tulajdonsa´gait. Erre
adok ne´ha´ny pe´lda´t: Efimov [4], [5] te´tele´t a´ltala´nos´ıtotta´k (egy bizonyos szempont
szerint) a hiperfelu¨letekre. Magasabb dimenzio´kban az a proble´ma, hogy milyen
go¨rbu¨letet vegyu¨nk, mert ott le´tezik skala´r, Gauss–Kronecker, Ricci-go¨rbu¨let e´s
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me´g sok ma´s. Efimov te´tele´t a´ltala´nos´ıtotta´k a Ricci-go¨rbu¨letre ne´zve. E. Schmidt
te´tele´t Csiko´s Bala´zs tova´bbfejlesztette [10]. Ezekkel a ke´rde´sekkel Tilla Klotz Mil-
nor to¨bb dolgozata´ban is foglalkozott [11]. Hilbert azon te´tele´t, hogy csak a go¨mb
az egyetlen pozit´ıv konstans go¨rbu¨letu˝ teljes felu¨let, a´ltala´nos´ıtotta Antonio Ros a
hiperfelu¨letekre is, ha a skala´rgo¨rbletet e´s a Gauss–Kronecker-go¨rbu¨letet veszi ala-
pul [9]. Ha a Gauss–Kronecker-go¨rbu¨letet vesszu¨k, akkor ko¨nnyen bela´thato´, hogy
ha a Gauss–Kronecker-go¨rbu¨let nulla, akkor az a hiperfelu¨let le´nyege´ben egyenesbo˝l
sza´rmaztathato´ – aka´rcsak a 3 dimenzio´beli nulla go¨rbu¨letu˝ felu¨letek!
2. A hiperbolikus s´ık a Hilbert te´rben (L. Bieberbach bea´gyaza´sa)
Bieberbach 1932-ben megszerkesztett egy konstans negat´ıv go¨rbu¨letu˝ felu¨letet egy
ve´gtelen megsza´mla´lhato´ dimenzio´ju´ euklideszi te´rben [3], amit ma Hilbert-te´rnek
nevezu¨nk. Ez a felu¨let analitikus e´s teljes.
Legyen zn = xn + i yn =
1√
n
(u+ i v)
n
, ahol n = 1, 2, . . . e´s x1 = u, x2 = v,
akkor dzn =
√
n(u+ i v)
(n−1)
(du+ i dv). Innen ado´dik, hogy:
ds2 = dz1.dz1 + dz2dz2 + · · · = du2 + dv2 + dx22 + dy22 + . . . ,
ma´sfelo˝l
ds2 =
∑
dzndzn =
=
∑[√
n(u+ iv)
(n−1)
(du+ idv)
][√
n(u− iv)(n−1)(du− idv)] =
=
∑
n(u2 + v2)
(n−1)
(du2 + dv2).
Ha u2 + v2 < 1, akkor
∑
n(u2 + v2)
(n−1)
= 1
(1−u2−v2)2 , ha pedig ds
2 = 1
(1−u2−v2)2 ,
akkor K, vagyis a go¨rbu¨let K = −4.
Ez a metrika regula´ris az u2+ v2 = 1 egyenletu˝ ko¨r belseje´ben, teha´t u2+ v2 <
1 kell, hogy teljesu¨ljo¨n.
A fenti okoskoda´sban figyelembe vettu¨k, hogy 11−r = 1+ r+ r
2+ · · ·+ rn+ . . . ,
e´s r = u2+ v2 < 1, melyet deriva´lva kapjuk, hogy: 1
(1−r)2 = 1+2r+ · · ·+nr(n−1)+
. . . , e´s eszerint
1
(1− u2 − v2)2 =
∑
n(u2 + v2)
(n−1)
.
A ds2 = du2 + dv2 + dx22 + dy
2
2 + . . . metrika egy u, v, x2, y2, . . . , xn, yn, . . .
Descartes-i koordina´ta´kkal megadott Hilbert-te´r metrika´ja´t adja. Nyilva´nvalo´, hogy
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az xn + iyn =
1√
n
(u+ iv)
n
egyenlettel megadott felu¨letu¨nk ke´t parame´terto˝l fu¨gg.
(
x1 = u, y1 = v, x2 =
1√
2
(u2 + v2), y2 =
1√
2
uv,
x3 =
1√
3
(u3 − 3uv2), y3 = 1√
3
(3vu2 − v3),
x4 =
1√
2
(u4 − 4u2v2 + v4), y4 = 1√
2
(6vu3 − 6uv3), . . . ,
xn + iyn =
1√
n
(u+ iv)
n
.
)
Az u, v, x2, y2, . . . , xn, yn, . . . Descartes-i koordina´ta´kkal megadott Hilbert-
te´rben, figyelembe ve´ve, hogy ha r = u2 + v2, e´s
x2 + iy2 =
1√
2
(u+ iv)
2
, x2 − iy2 = 1√
2
(u− iv)2,
ahonnan ko¨vetkezik, hogy
x22 + y
2
2 =
1√
2
(u2 + v2)
2
=
1√
2
r2.
Innen pedig ko¨vetkezik, hogy
u2 + v2 + x
2
2 + y
2
2 + · · ·+ x2n + y2n + · · · = r +
r2
2
+ · · ·+ r
n
n
+ · · · = − ln (1− r).
A fentiek alapja´n bela´ttuk Bieberbach te´tele´t, miszerint: A Bolyai–Lobacsevszkij-
fe´le s´ık izometrikusan e´s analitikusan bea´gyazhato´ egy ve´gtelen dimenzio´s euklideszi
te´rbe.
E´rdekes megjegyezni, hogy me´g nem ismeru¨nk explicit analitikus e´s izometri-
kus bea´gyaza´sa´t a hiperbolikus s´ıknak egy ve´ges dimenzio´s euklideszi te´rbe.
3. A hiperbolikus s´ık a 6 dimenzio´s euklideszi te´rben
1955-ben Danilo Blanus˘a szerkesztett egy C∞ oszta´lyu´ bea´gyaza´st a 6 dimenzio´s
euklideszi te´rbe!
Blanus˘a horva´th matematikus az E6 euklideszi te´rben megadta a ko¨vetkezo˝
Φ(u, v) felu¨letet:
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x1, x2, . . . , x6 Descartes-fe´le koordina´ta´kkal:
x1(u, v) = x1(u) =
∫ u
0
√
1− f ′1(y)2 − f ′2(y)2 dy,(3)
x2(u, v) = f1(u) cos
(
vψ1(u)
)
,(4)
x3(u, v) = f1(u) sin
(
vψ1(u)
)
,(5)
x4(u, v) = f2(u) cos
(
vψ2(u)
)
,(6)
x5(u, v) = f2(u) sin
(
vψ2(u)
)
,(7)
x6(u, v) = x6(v) = v −∞ < u, v <∞,(8)
ahol
f1(u) =
ϕ1(u)shu
ψ1(u)
, f2(u) =
ϕ2(u)shu
ψ2(u)
,
ψ1(u) = e
5+2[ 1+|u|2 ], ψ2(u) = e
6+2[ |u|2 ],
ϕ1(u) =
(
1
A
∫ 1+u
0
sin (πx)
esin
−2(pix)
dx
)1/2
, ϕ2(u) =
(
1
A
∫ u
0
sin (πx)
esin
−2(pix)
dx
)1/2
,
A =
∫ 1
0
sin (πx)
esin
−2(pix)
dx, A ≈ 0,141327,
ϕ1(u) e´s ϕ2(u) a ko¨vetkezo˝ tulajdonsa´gu´:
0 ≤ ϕ1(u) ≤ 1, 0 ≤ ϕ2(u) ≤ 1,
ϕ1(u)
2
+ ϕ2(u)
2
= 1, ϕ1(u) = ϕ2(u+ 1), u ∈ R.
ψ2-nek szakada´si pontjai vannak pa´ros ege´sz u e´rte´kekre, mı´g ψ1-nek szakada´si
pontjai vannak pa´ratlan ege´sz u e´rte´kekre, de ezekben a pontokban ϕ1 illetve ϕ2
eltu˝nik az o¨sszes magasabb rendu˝ deriva´ltja´val, ı´gy f1 illetve f2 fu¨ggve´nyek C
∞
oszta´lyu´ak. U´gyszinte´n,
fi
′(u) =
ϕi(u) chu+ ϕi
′(u) shu
ψi(u)
, i = 1, 2,
ahol ψi egy le´pcso˝s fu¨ggve´ny e´s nulla a deriva´ltja:
∣∣fi′(u)∣∣ < e|u|∣∣ϕi(u)∣∣+ e|u|∣∣ϕi′(u)∣∣
ψi(u)
<
19e|u|
ψi(u)
, i = 1, 2,
∣∣fi′(u)∣∣ < 19e|u|−(4+|u|) = 19
e4
<
1√
2
, i = 1, 2.
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Figyelembe ve´ve fi fenti tulajdonsa´ga´t, ko¨nnyu˝ bela´tni, hogy√
1− f1′(y)2 − f2′(y)2
valo´s, ba´rmilyen u valo´s e´rte´keire.
Blanus˘a megmutatta ([2]), hogy (3)–(8) egy C∞ oszta´lyu´ bea´gyaza´sa a teljes
(u, v) s´ıknak E6-ba, mı´g Φ(u, v) induka´lt metrika´ja E6-ban ds2 = du2 + ch2 u dv2,
innen Φ-nek konstans negat´ıv go¨rbu¨lete van.
Te´tel (Blanus˘a’s [2] p. 218): (3)–(8) fu¨ggve´nyek u, v ∈ R egy C∞ oszta´lyu´
bea´gyaza´sa´t adja´k a teljes hiperbolikus s´ıknak E6-ba.
1. a´bra
Ezt to¨bben jav´ıtotta´k [1], [8].
Tominosuke Otsuki szerkesztett egy olyan teljes felu¨letet, amely kompakt, e´s
a go¨rbu¨lete ≤ 0 [12]. Ilyen sincs az E3-ban, Efimov te´tele alapja´n.
E4 nagyon gazdag geometriai sokasa´gokban.
Ma´r Hilbert felh´ıvta a figyelmet, a nullago¨rbu¨letu˝, teljes, kompakt felu¨letre, a
lapos to´ruszra.
Tova´bba´, a Bolyai–Lobacsevszki-s´ıkot, me´g immerzio´val sem lehet megvalo´-
s´ıtani az E4-ben, mint egy a´ltala´nos´ıtott forga´sfelu¨letet (teha´t ke´t tengely ko¨ru¨li
forgata´ssal):
x1 = F (u) · cos(P · v),
x2 = F (u) · cos(P · v),
x3 = G(u) · cos(Q · v),
x4 = G(u) · cos(Q · v).
Teha´t nem le´tezik olyan F ,G valo´s fu¨ggve´ny (P ,Q konstans), amelyekre a fenti
felu¨let teljes, e´s a go¨rbu¨lete konstans negat´ıv lenne [6]!
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Egy nagy differencia´lgeome´ter, a tavalyelo˝tt elhunyt S. S. Chern 1951-ben ve-
tette fel azt a me´g megva´laszolatlan ke´rde´st, hogy vajon az E4-ben le´tezik-e kom-
pakt, sima e´s teljes konstans negat´ıv go¨rbu¨letu˝ felu¨let. Teha´t ke´t alapveto˝ ke´rde´se
me´g nyitott a
”
Bolyai–Gauss” felu¨letek belso˝-geometria elme´lete´nek. Az egyik a
fenti Chern-proble´ma, a ma´sik az analitikus hiperbolikus s´ık explicit megada´sa ve´-
ges (leheto˝leg alacsony) dimenzio´s euklideszi terekben.
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Ro´bert Ola´h-Ga´l: On the embedding of the hyperbolic plane
In this paper we present a survay of the history results on the embedding of the
hyperbolic plane. We reconsider Hilbert’s, Bieberbach’s, E. Schmidt’s, Blanus˘a’s
theorems concerning to this problem and we make some philosophical observations.
An explicite construction of an analytical embedding of the hyperbolic plane into
En is unknown even these days.
Ola´h-Ga´l Ro´bert
Babes¸–Bolyai Egyetem
Cs´ıkszeredai Tagozat
Roma´nia
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MENNYIRE A´LTALA´NOSI´THATO´
A HIPERBOLIKUS GEOMETRIA?
SZENTHE JA´NOS
Miuta´n Bolyai Ja´nos 1823-ban, majd Nyikola´j Ivanovics Lobacsevszkij 1829-ben
[27], [31] eljutottak a hiperbolikus geometria felfedeze´se´hez, a geometriai vizsga´-
latok sza´ma´ra egy teljesen u´j, az addigiakna´l jo´val a´ltala´nosabb keretet teremtett
Bernhardt Riemann, mikor az 1854-ben ke´sz´ıtett habilita´cio´s e´rtekeze´se´ben beve-
zette a Riemann-sokasa´g fogalma´t [26]. Ro¨videsen ugyanis felismerte´k, hogy egy
hiperbolikus te´r u´gy is felfoghato´, mint egy olyan Riemann-sokasa´g, melynek met-
szetgo¨rbu¨lete egy a´llando´ negat´ıv e´rte´k. De felismerte´k azt is, hogy egy euklideszi
te´r, illetve egy szfe´rikus te´r szinte´n felfoghato´ u´gy is, mint egy olyan Riemann-
sokasa´g melynek metszetgo¨rbu¨lete a´llando´ nulla, illetve pozit´ıv e´rte´k. I´gy az a´l-
lando´ go¨rbu¨letu˝ Riemann-sokasa´gok elme´lete, amit Felix Klein egy 1890-ben meg-
jelent munka´ja´ban vizsga´lt [17], e´s nemeuklideszi geometria ne´ven ne´pszeru˝s´ıtett,
a 19. sza´zad nagy felfedeze´se lett. Ke´so˝bb kideru¨lt azonban, hogy az a´llando´ go¨r-
bu¨letu˝ terek u´gy is tekintheto˝k, mint egy jo´val a´ltala´nosabb te´rfogalomnak, amit
szimmetrikus te´r ne´ven E´lie Cartan 1926-ban vezetett be [7], legegyszeru˝bb speci-
a´lis esetei. Ba´r e szimmetrikus terek nagyon sokfe´le´k, me´gis egyse´ges, igen gazdag
elme´letu¨k van [12]. Ez az elme´let a 20. sza´zad geometria´ja´nak kiemelkedo˝ alkota´sa
volt. Felveto˝dik teha´t a ke´rde´s, hogy le´tezik-e a szimmetrikus tereket is tartalmazo´
olyan me´g bo˝vebb oszta´lya a Riemann-sokasa´goknak, amit szinte´n egy ko¨zo¨s geo-
metriai tulajdonsa´g jellemez e´s ugyanu´gy e´rdekes, igen gazdag elme´letu¨k van. Mivel
a szimmetrikus terek a homoge´n Riemann-sokasa´gok egy oszta´lya´t alkotja´k, ce´lsze-
ru˝nek la´tszik a kerese´st ezek ko¨re´ben kezdeni. E ke´rde´s nyitott e´s u´gy tu˝nik, hogy
egyszeru˝ pozit´ıv va´lasz nem adhato´ ra´; ez lesz la´thato´ az ala´bbiakbo´l.
1. Ne´ha´ny alapveto˝ fogalom e´s te´tel a homoge´n Riemann-sokasa´gokkal,
a szimmetrikus terekkel, e´s az a´llando´ go¨rbu¨letu˝ terekkel kapcsolatban
Mivel a fentebb eml´ıtett ke´rde´s a homoge´n Riemann-sokasa´gokkal kapcsolatos, eze´rt
elo˝szo¨r is az ezek elme´lete´bo˝l szu¨kse´ges elo˝ismerteteket foglaljuk o¨ssze.
Legyen M egy sima sokasa´g, G egy Lie-csoport e´s minden egyes g ∈ G cso-
portelemhez legyen egy Φg : M →M diffeomorfizmus hozza´rendelve u´gy, hogy a
ko¨vetkezo˝ ke´t felte´tel teljesu¨l:
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(1) Φe = IdM , ahol e ∈ G az egyse´gelem;
(2) Φg ◦ Φg′ = Φgg′ , g, g′ ∈ G.
Ekkor azt mondjuk, hogy a G csoport hat az M sokasa´gon; ezt a csoporthata´st
akkor mondjuk sima´nak, ha az ı´gy keletkezo˝
Φ : G×M ∋ (g, z) 7→ Φg(z) ∈M
leke´peze´s sima. A Φ csoporthata´st tranzit´ıvnak mondjuk abban a specia´lis esetben,
mikor ba´rmely x, y ∈M esete´n van olyan g ∈ G, hogy
y = Φg(x)
teljesu¨l. Tranzit´ıv csoporthata´s le´teze´se esete´n az M sima sokasa´got homoge´nnek
mondjuk.
Legyen mostma´r azM sokasa´gon egy 〈, 〉 Riemann-metrika adott; akkor mond-
juk, hogy a Φ sima csoporthata´s izometrikus, ha minden egyes Φg : M →M , g ∈ G
diffeomorfizmus izometria. Egy Riemann-sokasa´got homoge´nnek mondunk, ha le´-
tezik rajta tranzit´ıv izometrikus csoporthata´s.
Jo´l ismert te´ny, hogy az euklideszi, a hiperbolikus e´s a szfe´rikus terek izometria-
csoportjai tranzit´ıvek ezeken a tereken, teha´t ezek homoge´n Riemann-sokasa´gok-
ke´nt is felfoghato´k. So˝t e terek izometriacsoportjai bizonyos e´rtelemben a le-
heto˝ legnagyobbak. Tekintsu¨k ugyanis egy
(
M, 〈, 〉) Riemann-sokasa´g izometria´i-
nak I(M, 〈, 〉) halmaza´t; ez nyilva´n csoport az izometria´k kompozicio´ja´ra ne´zve,
amit a Riemann-sokasa´g teljes izometriacsoportja´nak nevezu¨nk. So˝t kanonikus Lie-
csoport struktu´ra´val rendelkezik a Meyers–Steenrod-te´tel szerint ([18], I, 239–240).
Ha pedig az M dimenzio´ja m, akkor a
dim I(M, 〈, 〉) ≤ m(m+ 1)
2
egyenlo˝tlense´g is e´rve´nyes, e´s itt az egyenlo˝se´g pontosan akkor teljesu¨l, ha e
Riemann-sokasa´g egyszeresen o¨sszefu¨ggo˝ e´s a´llando´ go¨rbu¨letu˝ ([18], I, 238–239).
Ro¨gz´ıtsu¨nk egy
(
M, 〈, 〉) Riemann-sokasa´gban egy z pontot, e´s tekintsu¨k ennek
egy U norma´lis ko¨rnyezete´t. Ekkor a z pontbo´l kiindulo´ geodetikusok egyre´tu˝en
fedik le a U − {z} halmazt, teha´t egy x ∈ U − {z} ponthoz tartozik pontosan egy
olyan terme´szetes parame´tereze´su˝
γx : (−δ, δ)→M
geodetikus szakasz, hogy γx(0) = z e´s γx(ξ) = x, ahol ξ ∈ (−δ, δ). I´gy egy Σz :
U → U leke´peze´st e´rtelmez a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´:
Σz : U ∋ x 7→ γx(−ξ) ∈ U,
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amit a z pontra vonatkozo´ geodetikus tu¨kro¨ze´snek nevezu¨nk. A Σz nyilva´n involut´ıv
bijekcio´ja az U halmaznak, e´s bizony´ıthato´, hogy diffeomorfizmus ([12], 198–201).
Ha specia´lisan a Σz izometrikus is, akkor a Riemann-sokasa´g loka´lis szimmetria´ja´-
nak nevezzu¨k. Egy Riemann-sokasa´got akkor mondunk loka´lisan szimmetrikusnak,
ha minden pontja´ban le´tezik egy loka´lis szimmetria. Ha egy Σz : U → U loka´lis
szimmetria´t ki lehet terjeszteni egy Σ˜z : M →M involut´ıv izometria´va´, akkor ezt
a Riemann-sokasa´g z pontra vonatkozo´ szimmetria´ja´nak nevezzu¨k. Egy Riemann-
sokasa´got pedig akkor mondunk szimmetrikusnak ha minden pontja´ban le´tezik
szimmetria´ja ([12], 205–223). Jo´l ismert te´ny, hogy egy euklideszi, hiperbolikus,
vagy szfe´rikus te´rben minden ponthoz tartozik a te´rnek egy szimmetria´ja, vagyis
e terek a szimmetrikus Riemann-sokasa´gok, vagy ma´s szo´val a szimmetrikus terek
ko¨ze´ tartoznak. Egy szimmetrikus Riemann-sokasa´gban minden geodetikus teljes,
vagyis a teljes R sza´megyenesen e´rtelmezett ([18], II, 222–230). Ha teha´t γ : R→M
egy terme´sztes parame´tereze´su˝ geodetikus e´s a = γ(α), b = γ(β), akkor a Σa, Σb
szimmetria´k
Σb ◦ Σa : M →M
szorzata´t γ-menti transzvekcio´nak nevezzu¨k ([12], 209). Bizony´ıthato´, hogy egy
szimmetrikus Riemann-sokasa´g transzvekcio´i a´ltal genera´lt csoport tranzit´ıv a so-
kasa´gon, vagyis a szimmetrikus Riemann-sokasa´gok homoge´nek ([18], II, 236).
Azt a ke´rde´st, hogy a szimmetrikus Riemann-sokasa´gok milyen helyet foglal-
nak el a homoge´n Riemann-sokasa´gok ko¨re´ben, algebrai eszko¨zo¨kkel lehet legegy-
szeru˝bben kezelni. Erro˝l lesz szo´ a most ko¨vetkezo˝kben. Tekintsu¨nk elo˝szo¨r is egy
M homoge´n Riemann-sokasa´got e´s ro¨gz´ıtsu¨k egy o ∈M pontja´t, majd tekintsu¨k
a csoporthata´sban e pontban tartozo´ H = Go ⊂ G stabilita´si re´szcsoportot; ismere-
tes, hogy ez kompakt ([18], I, 239–240). Mivel Φh(o) = o, h ∈ H, eze´rt a Φh linea´ris
e´rinto˝leke´peze´se
ToΦh : ToM ∋ v 7→ ToΦhv ∈ ToM, h ∈ H
a H stabilita´si re´szcsoport hata´sa´t e´rtelmezi a ToM e´rinto˝te´ren, amit linea´ris
izotro´pia-reprezenta´cio´nak neveznek. Mivel a Φ csoporthata´s izometrikus, eze´rt
〈ToΦhv, ToΦhw〉z = 〈v, w〉z, v, w ∈ ToM, h ∈ H
is e´rve´nyes, vagyis a 〈, 〉z euklideszi belso˝ szorza´s invaria´ns a fenti linea´ris izotro´pia-
reprezenta´cio´val szemben. Egyszeru˝en igazolhato´ a fenti a´ll´ıta´s megford´ıta´sa, vagyis
az, hogy ha egy M sima sokasa´gon adott egy tranzit´ıv sima csoporthata´s e´s a ToM
te´ren adott egy, a linea´ris izotro´pia reprezenta´cio´val szemben invaria´ns euklide-
szi belso˝ szorza´s, akkor ez egye´rtelmu˝en terjesztheto˝ ki egy invaria´ns Riemann-
metrika´va´ az M sokasa´gon. U´gy tu˝nik teha´t, hogy a homoge´n Riemann-metrika´k
egyszeru˝en sza´rmaztathato´k az M sokasa´gon. Viszont a megfelelo˝ egzisztencia- e´s
unicita´si te´telek, valamint az ı´gy keletkezo˝ homoge´n Riemann-sokasa´gok geometri-
a´ja´nak vizsga´lata ma´r le´nyegesen me´lyebb eszko¨zo¨ket ige´nyel.
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Tekintsu¨k eze´rt egy M homoge´n Riemann-sokasa´g esete´n egy o ∈M ponthoz
tartozo´ H = Go stabilita´si re´szcsoporttal ke´pezett baloldali melle´koszta´lyok G/H
halmaza´nak kanonikus sima sokasa´g struktu´ra´ja´t. Ekkor a
χ : G/H ∋ gH 7→ Φ(gH, o) ∈ G(o) =M
leke´peze´s diffeomorfizmus, ami leheto˝ve´ teszi azt is, hogy a 〈, 〉 Riemann-metrika´t
a G/H sokasa´gra a´ltala visszahu´zva, azon egy Riemann-metrika´t kapjunk. So˝t a G
csoportnak egy Λg : G/H → G/H, g ∈ G sima hata´sa is e´rtelmezheto˝ a ko¨vetkezo˝
defin´ıcio´val:
Λg : G/H ∋ aH 7→ g(aH) = (ga)H ∈ G/H.
Tova´bba´ bizony´ıthato´ az is, hogy az ı´gy keletkezo˝ ko¨vetkezo˝ diagram kommutat´ıv:
M
Φg−−−−→ M
χ
y χy
G/H
Λg−−−−→ G/H
e´s ı´gy a Λg, g ∈ G is izometria lesz. Teha´t az M homoge´n Riemann-sokasa´g azono-
s´ıthato´ azzal, ami a G Lie-csoportbo´l annak H ⊂ G kompakt re´szcsoportja´val ke´pe-
zett G/H ha´nyados sokasa´ga´n a Riemann-metrika visszahu´za´sa´val keletkezik. Egy
G/H ha´nyadossokasa´gon a Λg : G/H → G/H, g ∈ G hata´ssal szemben invaria´ns
Riemann-metrika´t balinvaria´nsnak mondunk. I´gy azM homoge´n Riemann-sokasa´g
vizsga´lata a G/H ha´nyadossokasa´gokon adott balinvaria´ns Riemann-metrika´val ke-
letkezo˝ Riemann-sokasa´ge´ra vezetheto˝ vissza. Le´nyege´ben ez a le´pe´s teszi leheto˝ve´
az algebrai eszko¨zo¨k alkalmaza´sa´t.
Ha ugyanis a G Lie-csoport g Lie-algebra´ja´t a TeG e´rinto˝te´rrel e´s a H re´szcso-
port h ⊂ g re´szalgebra´ja´t a TeH ⊂ TeG alte´rrel azonos´ıtjuk, akkor a π : G→ G/H
kanonikus projekcio´
Teπ : g→ TH(G/H)
linea´ris e´rinto˝leke´peze´se´nek magja a h re´szalgebra. Ha teha´t m ⊂ g a h re´szalgeb-
ra´hoz komplementa´ris alte´r, akkor az erre to¨rte´no˝ megszor´ıta´ssal ado´do´
Teπ⌈m : m→ TH(G/H)
egy vektorte´r-izomorfizmus. Viszonylag egyszeru˝en kezelheto˝ e´s igen fontos az a
specia´lis eset, mikor
Ad (h)m ⊂ m, h ∈ H
teljesu¨l, vagyis azm alte´r invaria´ns az adjunga´lt reprezenta´cio´val szemben; ekkor azt
mondjuk, hogy m redukt´ıv komplementum, a (G/H,m) pa´rt pedig redukt´ıv homoge´n
sokasa´gnak nevezik ([18], II, 190). Ha egy redukt´ıv komplementumon adott egy
〈, 〉
m
: m×m→ R
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euklideszi belso˝ szorza´s, e´s ez invaria´ns az
Ad (h) : m→ m, h ∈ H
adjunga´lt reprezenta´cio´val szemben, akkor 〈, 〉
m
kiterjesztheto˝ a G/H sokasa´gon
egy a Λ csoporthata´ssal szemben invaria´ns Riemann-metrika´va´ ([18], II, 200–201).
Mint a´ltala´ban a Riemann-sokasa´gokna´l, u´gy a homoge´nek esete´n is a geomet-
riai ke´rde´sek tanulma´nyoza´sa´ban fontos szerepe van a Levi-Civita`-konnexio´nak,
vagyis kovaria´ns deriva´la´snak. Homoge´n sokasa´g esete´n ez szinte´n invaria´ns, ami
a ko¨vetkezo˝t jelenti. Legyen M sima sokasa´g e´s T (M) e sokasa´gon e´rtelmezett
X : M → TM sima vektormezo˝k halmaza. Ha ϕ : M →M diffeomorfizmus, akkor
ez a
ϕ∗X = Tϕ ◦X ◦ ϕ−1
defin´ıcio´val egy u´jabb sima vektormezo˝t szolga´ltat, teha´t egy
ϕ∗ : T (M)→ T (M)
leke´peze´st induka´l. Ha most ma´r
∇ : T (M)× T (M)→ T (M)
kovaria´ns deriva´la´s az M sokasa´gon, akkor a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´:
ϕ∇ : T (M)× T (M) ∋ (X,Y ) 7→ (ϕ−1)∗(∇(ϕ∗X)(ϕ∗Y )) ∈ T (M)
egy u´jabb kovaria´ns deriva´la´st e´rtelmez ([12], 26–28). Akkor mondjuk, hogy ∇
invaria´ns a ϕ diffeomorfizmussal szemben, ha ϕ∇ = ∇ e´rve´nyes. Legyen adott egy
M sokasa´gon egy ∇ kovaria´ns deriva´la´s e´s egy G Lie-csoport Φg : M →M , g ∈ G
sima tranzit´ıv hata´sa; ha ∇ invaria´ns minden egyes Φg, g ∈ G diffeomorfizmussal
szemben, akkor ezt a homoge´n sokasa´g invaria´ns konnexio´ja´nak nevezzu¨k ([12],
26–28). Egy homoge´n Riemann-sokasa´g Levi-Civita`-kovaria´ns deriva´la´sa invaria´ns
konnexio´ [25].
Mivel a kovaria´ns deriva´la´s nem tenzor jellegu˝ mennyise´g, eze´rt egyM ≃ G/H
homoge´n sokasa´gon e´rtelmezett invaria´ns kovaria´ns deriva´la´st nem lehet egyetlen
e´rinto˝te´ren to¨rte´no˝ viselkede´se´vel meghata´rozni, elte´ro˝en az invaria´ns Riemann-
metrika´to´l. Viszonylag egyszeru˝en kezelheto˝ ez a ke´rde´s abban az esetben, mikor
a homoge´n sokasa´g redukt´ıv, vagyis a h ⊂ g re´szalgebra´nak le´tezik egy m redukt´ıv
komplementuma. Tekintsu¨k ugyanis az Exp : g→ G exponencia´lis leke´peze´st e´s a
π ◦ Exp : g→ G/H
leke´peze´snek az m alte´rre to¨rte´no˝ ρ megszor´ıta´sa´t. Bizony´ıthato´, hogy le´tezik a
0 ∈ m olyan U ⊂ m ko¨rnyezete, amit egyre´szt a ρ diffeomorf mo´don ke´pez le a
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H ∈ G/H egy U ′ ko¨rnyezete´re, ma´sre´szt azt a σ = Exp⌈m is diffeomorf mo´don
ke´pez le egy U0 ⊂ G sima re´szsokasa´gra [25]. I´gy teha´t egy
δ = σ ◦ ρ−1 : U ′ → U0
diffeomorfizmus ado´dik. Egy X ′ : U ′ → TU ′ sima vektormezo˝t kanonikusnak mon-
dunk, ha
X ′ = T
(
δ−1
) ◦X ◦ δ
alakban a´ll´ıthato´ elo˝ alkalmas X ∈ m seg´ıtse´ge´vel, ahol a g elemeit most mint a G
Lie-csoporton e´rtelmezett balinvaria´ns vektormezo˝ket tekintju¨k. Legyen most ma´r
adott egy ∇ invaria´ns konnexio´ a redukt´ıv homoge´n sokasa´gon; ekkor egy
α : m×m→ m
leke´peze´st e´rtelmez a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´:
α : m×m ∋ (X,Y ) 7→ Tρ−1∇X′Y ′ ∈ m,
e´s bizony´ıthato´, hogy ez bilinea´ris, tova´bba´ az is, hogy ez az α leke´peze´s ekvivaria´ns
az adjunga´lt reprezenta´cio´val szemben, vagyis
α
(
Ad (h)X,Ad (h)Y
)
= Ad (h)α(X,Y ), X, Y ∈ m, h ∈ H
e´rve´nyes [25]. So˝t megford´ıtva, minden olyan α bilinea´ris leke´peze´shez, mely a fenti
ekvivariancia tulajdonsa´ggal rendelkezik, egye´rtelmu˝en tartozik egy ∇ invaria´ns
konnexio´ a G/H redukt´ıv homoge´n sokasa´gon [25].
A leheto˝ legegyszeru˝bb olyan α leke´peze´s, melybo˝l geometriailag is e´rdekes
invaria´ns konnexio´ sza´rmazik egy G/H redukt´ıv homoge´n sokasa´gon a ko¨vetkezo˝:
α : m×m ∋ (X,Y ) 7→ 1
2
[X,Y ]
m
∈ m,
ahol [X,Y ]
m
a g = m⊕ h redukt´ıv dekompoz´ıcio´ a´ltal definia´lt komponenst jelenti.
A fenti α a´ltal induka´lt invaria´ns konnexio´t a redukt´ıv homoge´n sokasa´g terme´szetes
torzio´mentes konnexio´ja´nak nevezik, ugyanis bela´thato´, hogy ennek torzio´tenzora
nulla ([18], II, 197).
A fenti elo˝zme´nyek alapja´n most ma´r kijelo¨lheto˝ a szimmetrikus sokasa´gok
helye a homoge´n Riemann-sokasa´gok ko¨re´ben.
Tekintsu¨nk elo˝szo¨r is egy egyszeresen o¨sszefu¨ggo˝ szimmetrikus Riemann-soka-
sa´got, e´s legyen ennek de Rham-felbonta´sa´ban az euklideszi faktor M0; ekkor te-
ha´t az M =M0 ×M ′ Riemann-szorzat ado´dik, e´s nyilva´n ele´g az M ′ nem-trivia´lis
faktorral foglalkozni. Ez szinte´n szimmetrikus Riemann-sokasa´g, e´s a teljes izomet-
riacsoportja G = I(M ′, 〈, 〉) egy fe´ligegyszeru˝ Lie-csoport ([12], 229–244, [18], II,
246). Ha most ma´r o ∈M ′ tetszo˝legesen ro¨gz´ıtett pont, akkor a
H = Go ⊂ G = I
(
M, 〈, 〉)
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stabilita´si re´szcsoport kompakt, e´s a G fe´ligegyszeru˝ Lie-csoport
B : g× g→ R
Cartan–Killing-forma´ja´nak a h re´szlagebra´ra to¨rte´no˝ megszor´ıta´sa negat´ıv definit.
I´gy a h ortogona´lis komplementuma h⊥ egy Ad (H)-invaria´ns alte´r, vagyis m = h⊥
jelo¨le´ssel erre
[h,m] ⊂ m
e´rve´nyes, ez pedig a redukt´ıv komplementum defin´ıcio´ja´nak infinite´zima´lis va´lto-
zata ([12], 229–244, [18], II, 225–246).
Ma´sodszor, bizony´ıthato´, hogy a h stabilita´si re´szalgebra´ra e´s m kanonikus
redukt´ıv komplementumra
[m,m] ⊂ h
teljesu¨l. I´gy ado´dnak a ko¨vetkezo˝ Cartan-rela´cio´k:
[h, h] ⊂ h, [h,m] ⊂ m, [m,m] ⊂ h
([18], II, 225–226); le´nyege´ben ezek jellemzik algebrailag a szimmetrikus tereket
a homoge´n Riemann-sokasa´gok ko¨re´ben. Ugyanis konkre´ten e´rve´nyes a ko¨vetkezo˝:
Egy kanonikus ko¨lcso¨no¨sen egye´rtelemu˝ megfeleltete´s le´tes´ıtheto˝ az egyszeresen
o¨sszefu¨ggo˝ G Lie-csoportokbo´l alkalmas H ⊂ G o¨sszefu¨ggo˝ re´szcsoportokkal ke-
letkezo˝ szimmetrikus Riemann-sokasa´gok halmaza e´s a Cartan-rela´cio´kat teljes´ıto˝
(g, h,m) ha´rmasok halmaza ko¨zo¨tt ([18], II, 226).
A fentiek megford´ıta´sake´nt a ko¨vetkezo˝ bizony´ıthato´: Ha G fe´ligegyszeru˝
Lie-csoport e´s H ennek olyan kompakt re´szcsoportja, hogy h Lie-algebra´ja´nak a
Cartan–Killing-forma´ra vonatkozo´ h⊥ ortogonaliza´tora´ra a Cartan-rela´cio´k e´rve´-
nyesek, akkor azm = h⊥ redukt´ıv komplementumra megszor´ıtottB Cartan–Killing-
forma egy Ad (h), h ∈ H invaria´ns euklideszi belso˝ szorza´s az m redukt´ıv komple-
mentumon, teha´t egy invaria´ns Riemann-metrika´t induka´l a G/H homoge´n soka-
sa´gon, ami pedig ezzel ma´r egy szimmetrikus sokasa´got ke´pez ([12], 229–244).
2. Az orbit-geodetikusu´ e´s a terme´szetesen redukt´ıv homoge´n
Riemann-sokasa´gok
Ismeretes hogy az euklideszi, a hiperbolikus e´s a szfe´rikus terekben ba´rmely geo-
detikus, vagyis egyenes, orbitja valamely 1 parame´teres izometriacsoportnak. Be-
la´thato´, hogy egy M szimmetrikus te´r ba´rmely γ : R→M geodetikusa esete´n az
a = γ(α), b = γ(β) pontokhoz tartozo´ transzvekcio´, vagyis a szimmetria´k
Σb ◦ Σa : M →M
szorzata, a γ geodetikust o¨nmaga´ra ke´pezo˝ izometria, ami csak a β − α e´rte´kto˝l
fu¨gg ([12], 209; [18], II, 235–236). I´gy a γ geodetikushoz tartozo´ transzvekcio´k az
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M izometriacsoportja´ban egy olyan 1 parame´teres re´szcsoportot alkotnak, amely a
γ geodetikust o¨nmaga´ra ke´pezi, vagyis a γ ennek a re´szcsoportnak orbitja.
A´ltala´nossa´gban, ha γ : R :→M olyan geodetikusa egy (M〈, 〉) homoge´n
Riemann-sokasa´gnak, hogy ez orbitja az I(M, 〈, 〉) teljes izometriacsoport valamely
1 parame´teres re´szcsoportja´nak, akkor azt mondjuk, hogy a γ orbit-geodetikus. Ha
pedig az
(
M, 〈, 〉) minden egyes geodatikusa ilyen, akkor ezt orbit-geodetikusu´ ho-
moge´n Riemann-sokasa´gnak nevezzu¨k.
A fenti fogalommal kapcsolatos angol nyelvu˝ terminolo´gia nem egyse´ges e´s nem
is ko¨vetkezetes. Egyes szerzo˝k, mı´g az orbit-geodetikusra a
”
homogenous geodesic”
elneveze´st haszna´lja´k, addig az orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´gokra
a
”
geodesic orbit space” elneveze´st,
”
g. o. space” ro¨vid´ıte´ssel alkalmazza´k.
Mint la´ttuk, a szimmetrikus terek orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-soka-
sa´gok, azonban ezeken a szimmetrikus tereken k´ıvu¨l le´teznek me´g ma´s orbit-
geodetikusu´ak is. Ilyenek a terme´szetesen redukt´ıv homoge´n Riemann-sokasa´gok,
defin´ıcio´juk a ko¨vetkezo˝:
Legyen egy (M,m) redukt´ıv homoge´n sokasa´gon egy olyan 〈, 〉 invaria´ns
Riemann-metrika adott, hogy ennek Levi-Civita`-kovaria´ns deriva´la´sa a redukt´ıv
sokasa´g terme´szetes torzio´mentes konnexio´ja´val azonos; ekkor mondjuk, hogy a(
M, 〈, 〉) homoge´n Riemann-sokasa´g terme´szetesen redukt´ıv.
A terme´szetesen redukt´ıv homoge´n Riemann-sokasa´gok egyik fontos tulajdon-
sa´ga´t adja meg a ko¨vetkezo˝ te´tel ([18], II, 192–197):
Legyen a
(
G/H, 〈, 〉) homoge´n Riemann-sokasa´g terme´szetesen redukt´ıv az
m ⊂ g redukt´ıv komplementumra ne´zve. Ekkor minden egyes m− {0} esete´n a
γ(τ) = π ◦ Exp (τX), τ ∈ R
go¨rbe, amely nyilva´n orbitja a
R ∋ τ 7→ Exp (τX) ∈ G
1 parame´teres izometriacsoportnak a Λ : G× (G/H)→ G/H hata´sna´l, egyben geo-
detikusa is a Riemann-sokasa´gnak.
Mivel pedig a Λ csoporthata´s izometrikus, eze´rt a sokasa´g ba´rmely geodetikusa
egyben a G csoport valamely 1 parame´teres re´szcsoportja´nak orbitja, vagyis egy
orbit-geodetikus. I´gy a
(
M, 〈, 〉) homoge´n Riemann-sokasa´g orbit-geodetikusu´.
Ha sikeru¨lne azt bebizony´ıtani, hogy minden orbit-geodetikusu´ homoge´n
Riemann-sokasa´g egyben terme´sztesen redukt´ıv is, akkor ezzel a homoge´n Riemann-
sokasa´gok egy olyan u´jabb oszta´lya ado´dna, amit egyre´szro˝l egy marka´ns geometriai
tulajdonsa´g jellemez, ma´sre´szro˝l pedig algebrai eszko¨zo¨kkel is jo´l ko¨ru¨lhata´rolhato´,
e´s a szimmetrikus terek oszta´lya´t is maga´ban foglalja. I´gy teha´t a hiperbolikus
geometria egy igen messzemeno˝ a´ltala´nos´ıta´sa´hoz jutna´nk.
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A fenti proble´ma´val akkor keru¨ltem szembe elo˝szo¨r, mikor egy dolgozatot kap-
tam refera´la´sra, melyben a szerzo˝k azt k´ıva´nta´k bizony´ıtani, hogy minden orbit-
geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´g egyben terme´szetesen redukt´ıv, de a dol-
gozat hiba´s volt. Mivel a dolgozatban ko¨zo¨lt
”
bizony´ıta´s” menthetetlen volt, meg-
pro´ba´ltam ezt az a´ll´ıta´st egy u´jabb megko¨zel´ıte´ssel bizony´ıtani. Kiindula´sul a ko¨-
vetkezo˝ egyszeru˝ a´ll´ıta´st bizony´ıtottam:
Legyen egy G/H ha´nyadossokasa´gon adva egy torzio´mentes e´s invaria´ns ∇
konnexio´, e´s legyen p ⊂ g a h olyan redukt´ıv komplementuma, hogy minden egyes
X ∈ p esete´n a
R ∋ τ 7→ Exp (τX) ∈ G
egy geodetikus, akkor ∇ a p komplementumhoz tartozo´ terme´sztes torzio´mentes
konnexio´.
Egy, a fenti felte´telnek megfelelo˝, p redukt´ıv komplementumot geodetikus
komplementumnak fogjuk nevezni. I´gy terme´szetes gondolat volt az, hogy egy orbit-
geodetikusu´ homoge´n sokasa´g esete´n egy olyan redukt´ıv komplementum le´teze´se´t
bizony´ıtsam be, amely egyben geodetikus komplementum. Pontosabban, kiindulva
egy olyan (G/H,m) redukt´ıv homoge´n sokasa´gbo´l, mely orbit-geodetikusu´, egy
olyan p redukt´ıv komplementum le´teze´se´t akartam bizony´ıtani, mely geodetikus
komplementum.
Egy adott redukt´ıv komplementumbo´l a to¨bbiek elo˝a´ll´ıta´sa a ko¨vetkezo˝ egy-
szeru˝ o¨sszefu¨gge´s seg´ıtse´ge´vel to¨rte´nhet:
Ha m ⊂ g redukt´ıv komplementum e´s λ : m→ h olyan vektorte´r-homomor-
fizmus, amely Ad (H)-ekvivaria´ns, vagyis
Ad (h)λ(X) = λ
(
Ad (h)X
)
, X ∈ m, h ∈ H
e´rve´nyes, akkor a
p =
{
X + λ(X) | X ∈ m}
halmaz is redukt´ıv komplementum.
A fenti mega´llap´ıta´sok adta´k a motiva´cio´t, hogy a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´st bizony´ıt-
sam:
Legyen G/H egy olyan ha´nyadossokasa´g, melyhez egy m ⊂ g redukt´ıv komp-
lementum tartozik e´s ∇ olyan torzio´mentes invaria´ns konnexio´, mellyel az orbit-
geodetikusu´ lesz. Ekkor le´tezik egy olyan
ξ : m→ h
homoge´n e´s Ad (H)-ekvivaria´ns leke´peze´s, hogy minden egyes X ∈ m esete´n az
X + ξ(X) ∈ g Lie-algebra-elemhez tartozo´
R ∋ τ 7→ π ◦ Exp (τ
(
X + ξ(X)
) ∈ G/H
egy orbit-geodetikus. A ξ leke´peze´s sima az m− {0} halmazon.
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Valo´ja´ban persze azt szerettem volna bizony´ıtani, hogy a ξ leke´peze´s vektorte´r-
homomorfizmus. Ez ξ homoge´n volta miatt teljesu¨lne is akkor, ha a ξ a 0 ∈ m
pontban is sima lenne, amit viszont ma´r nem sikeru¨lt bizony´ıtanom. Miuta´n a fenti
eredme´nyt 1976-ban publika´ltam [28], alkalom ado´dott, hogy to¨bb olyan kutato´val
konzulta´ljak, akik a homoge´n sokasa´gok elme´lete´vel foglalkoztak; egyo¨ntetu˝ volt
a ve´leme´nyu¨k, hogy a ξ sima volta igaz. So˝t ido˝ko¨zben megtudtam azt is, hogy
W. Ambrose e´s I. M. Singer me´g egy 1958-ban megjelent dolgozatukban [3] is
azt a´ll´ıtotta´k, hogy minden orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´g elo˝a´ll
terme´szetesen redukt´ıvke´nt. Mivel a ξ sima volta´t ezek uta´n sem sikeru¨lt igazolnom,
felhagytam a tova´bbi pro´ba´lkoza´ssal.
A fent ismertetett proble´ma´val kapcsolatban kialakult elke´pzele´sek va´ratlan
gyo¨keres a´talakula´sa´t okozta A. Kaplan 1983-ban megjelent dolgozata [16]; ebben
ugyanis megadott egy olyan orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´got, amely
nem a´ll´ıthato´ elo˝ mint terme´szetesen redukt´ıv homoge´n Riemann-sokasa´g. Konk-
re´tan, ez a homoge´n Riemann-sokasa´g egy u´gynevezett a´ltala´nos´ıtott Heisenberg-
csoporton egy alkalmas balinvaria´ns Riemann-metrika megada´sa´val keletkezik, ez
az a´ltala´nos´ıtott Heisenberg-csoport pedig egy 6 dimenzio´s ke´tle´pcso˝s nilpotens
Lie-csoport, melynek centruma 2 dimenzio´s.
I´gy azuta´n A. Kaplan pe´lda´ja nyoma´n u´jabb vizsga´latok indultak abbo´l a
ce´lbo´l, hogy megadja´k azokat a orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´gokat,
melyek nem a´ll´ıthato´k elo˝ mint terme´szetesen redukt´ıv homoge´n sokasa´gok. A vizs-
ga´latok to¨bbse´ge le´nyege´ben ezeknek a sokasa´goknak algebrai eszko¨zo¨kkel to¨rte´no˝
elo˝a´ll´ıta´sa´val folyt, e´s egyben bizonyos oszta´lyoza´sukat is szolga´ltatta.
A vizsga´latok elso˝ eredme´nyei O. Kowalski e´s L. Vanhecke egy dolgozata´ban
jelentek meg 1991-ben [23]. Ebben a dolgozatban a proble´ma´t az alacsonyabb
dimenzio´ju´ esetekben oldja´k meg. A dolgozatuk fo˝ eredme´nyei nagy vonalakban
a ko¨vetkezo˝k:
(a) Minden olyan orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´g, melynek di-
menzio´ja ≤ 4, elo˝a´ll mint terme´szetesen redukt´ıv homoge´n sokasa´g.
(b) Egy 5 dimenzio´s M = G/H orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´g
vagy eleve terme´szetesen redukt´ıv, vagy elo˝a´ll´ıthato´ olyan M = G′/H ′ alakban is,
ami ma´r SU(2)-izotro´piat´ıpusu´, e´s ı´gy terme´sztesen redukt´ıv.
(c) Azoknak a 6 dimenzio´s orbit-geodetikusu´ homoge´n Riemann-sokasa´goknak
a lista´ja, melyek nem a´ll´ıthato´k elo˝ terme´szetesen redukt´ıvke´nt, explicite megadhato´.
A lista´ban szerepel A. Kaplan pe´lda´ja e´s olyan ke´tle´pcso˝s nilpotens Lie-csoportok
2 dimenzio´s centrummal e´s balinvaria´ns metrika´val, melyek ko¨zel a´llnak e pe´lda´hoz;
valamint kompakt egyszeresen o¨sszefu¨ggo˝ homoge´n Riemann-sokasa´gok is.
A felsorolt eredme´nyek sza´rmaztata´sa´ban az egyik fo˝ eszko¨z az a fentebb ma´r
eml´ıtett
ξ : m→ h
leke´peze´s volt, amit kora´bban konstrua´ltam meg [28], e´s erre itt a geodetikus gra´f
elneveze´st vezette´k be. De a ξ leke´peze´sen k´ıvu¨l alkalmazta´k azokat az eredme´-
nyeimet is, melyeket a ξ konstrukcio´ja´ban haszna´ltam [28]. Ezek az eredme´nyek
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egy invaria´ns konnexio´val ella´tott homoge´n sokasa´g orbit-geodetikusainak algeb-
rai eszko¨zo¨kkel to¨rte´no˝ kezele´se´t tette´k leheto˝ve´. I´gy ezeket az eredme´nyeket is
re´szletesen ismertetik, re´szben aze´rt, mert e´n azokat torzio´mentes invaria´ns konne-
xio´ esete´re dolgoztam ki, mı´g o˝k invaria´ns Riemann-metrika Levi-Civita`-kovaria´ns
deriva´la´sa´nak specia´lisabb esete´re. Egy ilyen eredme´ny, mely a ξ geodetikus gra´f
konstrukcio´ja´ban is le´nyeges szerepu˝, a ko¨vetkezo˝:
Legyen (G/H,m) egy redukt´ıv homoge´n sokasa´g e´s X ∈ m− {0} esete´n legyen
qX =
{
A ∈ h | [A,X] = λX, λ ∈ R},
nX =
{
B ∈ h | [B,A] ∈ qX , A ∈ qX
}
.
Ha egy ∇ torzio´mentes kovaria´ns deriva´la´s adott a G/H sokasa´gon e´s X ∈ m−{0},
A ∈ h esete´n a
γ : R ∋ τ 7→ π ◦ Exp (τ(X + a)) ∈ G/H
go¨rbe ennek geodetikusa, akkor A ∈ nX e´rve´nyes.
A geodetikus gra´f alkalmaza´sa´val ele´rt eredme´nyek nyoma´n sza´mos tova´bbi
vizsga´lat to¨rte´nt e fogalom alkalmaza´sa´val [9], [19], [14].
Majd 7 dimenzio´ esete´n sza´mos pe´lda´t sikeru¨lt megadni olyan orbit-geodeti-
kusu´ homoge´n Riemann-sokasa´gra, amely nem a´ll elo˝ terme´sztesen reduk-
t´ıvke´nt [10].
A Kaplan-fe´le pe´lda, ami egy nilpotens Lie-csoporton volt e´rtelmezve, ugyan-
csak inspira´lt bizonyos tova´bbi kutata´sokat. Ezekkel kapcsolatban ce´lszeru˝ kiindulni
a ko¨vetkezo˝ a´ltala´nosabb fogalombo´l: Egy
(
M, 〈, 〉) homoge´n Riemann-sokasa´gro´l
akkor mondjuk, hogy homoge´n nilsokasa´g, ha az I(M, 〈, 〉) teljes izometriacso-
portja´nak van olyan N nilpotens re´szcsoportja, amely tranzit´ıv az M sokasa´gon.
Ugyanis E. Wilson egy te´tele szerint ekkor az N egyszeresen tranzit´ıven hat az
M sokasa´gon, teha´t az M sokasa´g e´s az N Lie-csoport azonos´ıthato´k [32]. E ho-
moge´n nilsokasa´gok esete´t C. S. Gordon ko¨vetkezo˝, 1996-ban publika´lt alapveto˝
eredme´nye tette kezelheto˝ve´ [11]:
Ha egy
(
M, 〈, 〉) homoge´n nilsokasa´g orbit-geodetikusu´, akkor az N nilpotens
Lie-csoport ke´tle´pcso˝s.
I´gy dolgozata´ban C. S. Gordon olyan 7 dimenzio´s nilsokasa´got is megkonstru-
a´lt, mely orbit-geodetikusu´, de nem terme´szetesen redukt´ıv. A geodetikus gra´fot a
6 dimenzio´s e´s 7 dimenzio´s esetekre Homolya Szilvia a´ll´ıtotta elo˝ [13], [14].
3. Az orbit-geodetikusok le´teze´se e´s halmazuk egy homoge´n
Riemann-sokasa´gban
Ha azzal a ke´rde´ssel akarunk foglalkozni, hogy egy homoge´n Riemann-sokasa´g
milyen felte´telek esete´n lesz orbit-geodetikusu´, akkor elso˝ le´pe´ske´nt a ko¨vetkezo˝ket
ce´lszeru˝ megvizsga´lni:
111
(1) Egy homoge´n Riemann-sokasa´gban le´tezik-e mindig orbit-geodetikus?
(2) Mekkora lehet egy homoge´n Riemann-sokasa´gban az orbit-geodetikusok hal-
maza?
Az elso˝ ke´rde´sre a va´laszt egy 2000-ben megjelent, O. Kowalskival ko¨zo¨sen ı´rt
dolgozatunk tartalmazza; ebben a ko¨vetkezo˝ te´telt bizony´ıtottuk [21]:
Egy
(
G/H, 〈, 〉) homoge´n Riemann-sokasa´g ba´rmely pontja´n mindig a´thalad
legala´bb egy orbit-geodetikus. Ha pedig dim (G/H) = m e´s a G Lie-csoport fe´ligegy-
szeru˝, akkor a G/H ba´rmely pontja´n a´thalad m sza´mu´ egyma´st pa´ronke´nt mero˝le-
gesen metszo˝ orbit-geodetikus.
Ezt a dolgozatot V. V. Kajzer egy eredme´nye inspira´lta, mely szerint egy G
Lie-csoporton adott balinvaria´ns Riemann-metrika esete´n az e ∈ G egyse´gelembo˝l
mindig kiindul legala´bb egy orbit-geodetikus [15].
A ma´sodik ke´rde´s le´nyegesen bonyolultabb, ennek vizsga´lata´val fo˝leg O. Ko-
walski e´s munkata´rsai foglalkoztak. O˝k elo˝szo¨r olyan pe´lda´kat igyekeztek megadni,
ahol egy homoge´n Riemann-sokasa´gban az orbit-geodetikusok halmaza kicsi. I´gy
kezdetben olyan homoge´n Riemann-sokasa´gokat tanulma´nyoztak, melyek izomet-
riacsoportja viszonylag kicsi, e´s eze´rt va´rhato´, hogy az orbit-geodetikusok halmaza
is az lesz [19], [8], [24]. Ve´gu¨l is sikeru¨lt olyan homoge´n Riemann-sokasa´got is meg-
adniuk, ahol ba´rmely ponton a´t pontosan egy orbit-geodetikus halad [23]. Teha´t a
fent ismertetett egzisztencia-te´telu¨nk optima´lis.
A ma´sodik ke´rde´ssel kapcsolatban egy ma´sik ira´nyba is to¨rte´ntek kutata´sok.
Ezek azt ce´lozta´k, hogy a homoge´n Riemann-sokasa´gok egy-egy nagyobb oszta´lya´-
nak ege´sze esete´n adja´k meg az orbit-geodetikusok halmazait: ı´gy az 5 dimenzio´s
a´ltala´nos´ıtott szimmetrikus terek esete´n [6], a feloldhato´ Lie-csoportok esete´n [5] e´s
a za´szlo´sokasa´gok esete´n [1], [2]. Magam pedig a kompakt fe´ligegyszeru˝ balinvaria´ns
Riemann-metrika´val ella´tott Lie-csoportok esete´vel foglalkoztam. I´gy sikeru¨lt e´les´ı-
tenem V. I. Arnold egy eredme´nye´t is, aki kora´bban egy orbit-geodetikus le´teze´se´t
bizony´ıtotta erre az esetre [4], mı´g nekem ve´gtelen sok orbit-geodetikus le´teze´se´t
sikeru¨lt igazolnom [29]; tova´bba´, az orbit-geodetikusok halmaza´nak egy algebrai
le´ıra´sa´t is megadtam [30].
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Ja´nos Szenthe: How far does hyperbolic geometry generalize?
Considering the two following properties of hyperbolic spaces: 1. the action of the
isometry group is transitive; 2. each straight line is orbit of a 1-parameter subgroup
of the isometry group, one studies those Riemannian manifolds which have the
following two properties: 1. the action of the full isometry group is transitive;
2. each geodesic is orbit of a 1-parameter subgroup of the full isometry group.
Such Riemannian manifolds were studied by C. Gordon, O. Kowalski, K. Nomizu,
the author and many others. A systematic presentation of the concerning results
is given.
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BOLYAI REJTETT KINCSEITO˝L EINSTEIN
UTOLSO´ A´LMA´IG
TORO´ TIBOR
A c´ımben szereplo˝ ke´t kulcsfogalmat (
”
Bolyai rejtett kincsei” e´s
”
Einstein utolso´
a´lma”) nem e sorok ı´ro´ja tala´lta ki. Ebben a cikkben csak megpro´ba´lunk kapcsolatot
teremteni e ke´t fogalom ko¨zo¨tt. A
”
rejtett kincsek” kifejeze´st maga Bolyai Ja´nos
fogalmazta meg egyik h´ıres te´zise´ben, a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
”
A te´r belseje´ben nagyon
is sok olyan kincset rejt, a melyet a felsz´ınen halado´ nem la´t meg sohasem” (Paul
Sta¨ckel, Bolyai Farkas e´s Bolyai Ja´nos geometriai vizsga´latai, Bp. MTA, 1914,
II. ko¨tet 293. o.). Az Einstein utolso´ a´lma fogalom a neves pakiszta´ni sza´rmaza´su´
Nobel-d´ıjas fizikusto´l, Abdus Salamto´l sza´rmazik, aki ezt az Einstein-centena´riumi
elo˝ada´sa´nak c´ıme´ben fogalmazta meg:
”
The Einstein’s last dream, the space-time
unfication of fundamental forces” (UNESCO, Paris, 9. May 1979).
Cikku¨nkben azt k´ıse´relju¨k meg bemutatni, hogy melyek lehetnek a te´r-ido˝
azon rejtett kincsei (a Weyl-fe´le non-metricita´s, a Cartan-fe´le torzio´, a Kaluza–
Klein-t´ıpusu´ extradimenzio´k, a nem-abeli, Yang–Mills–Utiyama–Kibble, -me´rte´k
invariancia´k, etc.) melyeken keresztu¨l eljuthatunk Einstein utolso´ a´lma´nak meg-
valo´sula´sa´hoz.
De mit is e´rtu¨nk pontosabban, a Salam a´ltal megfogalmazott, Einstein utolso´
a´lma´n? Egy olyan, a ma ismert o¨sszes alapveto˝ fizikai ero˝ket (ko¨lcso¨nhata´sokat)
le´ıro´ egyse´ges (unika´lis) elme´letro˝l van szo´, melyet a te´r geometriai tulajdonsa´gai-
val lehet jellemezni. Ennek az alapveto˝ gondolata a fizika geometriza´la´sa (physica
more geometrico) melyet elo˝szo¨r kvantitat´ıv forma´ban Einstein dolgozott ki 1915–
16-ban, h´ıres a´ltala´nos relativita´selme´lete´ben, ahol a gravita´cio´t mint fizikai ero˝te-
ret geometriza´lja. Ennek alapegyenlete az Einstein-fe´le gravita´cio´s egyenlet, mely
megteremti azt a kvantitat´ıv kapcsolatot, mely a gravita´cio´s ero˝te´r e´s a 4 dimenzio´s
Riemann (pszeudo-Riemann) te´r ko¨zo¨tt le´tezik a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
(1) Rµν − 1
2
gµνR = −8πG
c2
Tµν .
Az egyenlet bal oldala´n szerepelnek a 4 dimenzio´s go¨rbu¨lt te´r-ido˝, Riemann-te´r szer-
kezete´t le´ıro´ geometriai mennyise´gek (Rµν – a ma´sodrendu˝, ke´tindexes, Einstein–
Ricci-fe´le go¨rbu¨leti tenzor; gµν a metrikus alaptenzor e´s R a skala´r go¨rbu¨let). A ma´-
sik oldalon, pedig a gravita´cio´t genera´lo´ anyag fizikai tulajdonsa´gait jellemzo˝ Tµν ,
az energia-impulzus-to¨meg tenzor. A G e´s a c ke´t alapveto˝ fizikai a´llando´, G a
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Newton-fe´le gravita´cio´s konstans, a c pedig a fe´ny va´kuumbeli sebesse´ge. Teha´t,
ezt a gondolatot, vagyis azt, hogy szu¨kse´ges kapcsolat le´tezik a fizikai gravita´cio´s
ero˝te´r e´s a geometriai te´r ko¨zo¨tt, nevezzu¨k a fizika geometriza´la´sa´nak.
A XX. sza´zad elme´leti fizika´ja´nak e fontos gondolata, e´rdekes mo´don, meg-
jelenik Bolyai Ja´nos gondolkoda´sa´ban is. To¨bb ko¨zo¨lt dolgozatunkban, utolja´ra
tala´n legre´szletesebben 2004-ben, A fizika geometriza´la´sa (physica more geomet-
rico) Bolyai Ja´nos e´s Albert Einstein
”
befejezetlen szimfo´nia´ja” c´ımu˝ munka´nkban
(Bolyai Emle´kko¨tet, Vince Kiado´, Bp. 2004) sikeru¨lt kimutatni, hogy Bolyai Ja´nos,
egy ke´ziratban maradt te´tele´ben (Bolyai-ke´zirati hagyate´k 491-es sza´mot viselo˝ fo´-
lio´, Teleki Te´ka, Marosva´sa´rhely) kvalitat´ıv forma´ban, mintegy megsejti a gravita´-
cio´ e´s a te´r szerkezete´nek kapcsolata´t, teha´t a fizika geometriza´la´sa´nak gondolata´t
a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
”
. . . az nehe´zkede´s to¨rve´nye is szoros o¨sszveko¨ttete´sben foljta-
ta´sban tetszik (mutatkozik) az u˝r terme´szete´vel, valo´ja´val (alkota´sa´val) miljse´ge´vel;
s gondolom az ege´sz terme´szet (vila´g) folja´sa”.
Ahhoz, hogy Bolyai e sejte´se´to˝l, tova´bba´ Einstein a gravita´cio´ geometriza´la´-
sa´nak 1915–16-os eredme´nyeito˝l eljussunk a Salam a´ltal megfogalmazott
”
Einstein
utolso´ a´lma”-nak grandio´zus gondolata´hoz, igen hosszu´ utat kellett beja´rni.
Ezen az u´ton, a te´r belseje´ben levo˝ rejtett kincsek elso˝ felfedezo˝je Hermann
Weyl, a XX. sza´zad egyik legnagyobb matematikai fizikusa e´s egyben tudoma´ny-
filozo´fusa, me´g 1918–19-ben, teha´t mindja´rt Einstein 1916-os alapveto˝ cikke uta´n
”
Gravitation und Elektrizita¨t” c´ımu˝ alapveto˝ munka´ja´ban (Sitzungber. Deutsch.
Akad. Wiss. Berlin, 1918, pp. 465–480), majd a ma ma´r klasszikussa´ va´lt ko¨ny-
ve´ben (Raum, Zeit, Materie, 1918) bevezeti a te´r non-metricita´sa´nak a fogalma´t
a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
(2) ∇ρgµν = Aρgµν .
Ebben az esetben a metrikus alaptenzor, a gµν kovaria´ns deriva´ltja ku¨lo¨nbo¨zik
ze´ro´to´l (∇ρgµν 6= 0), e´s kapcsolatba keru¨l az elektroma´gneses te´r 4-es potenci-
a´lja´val Aρ-val. Teha´t, ezzel az u´j geometriai ”
rejtett kinccsel”, a geometriai te´r
nem-metrikus tulajdonsa´ga´val, lehet e´rtelmezni e´s le´ırni, geometriai mo´don (more
geometrico) egyse´gesen, az elektroma´gneses ero˝teret is. Ezzel egy u´j geometriai
teret vezettu¨nk be a nem-metrikus Weyl-teret melynek a´tviteli parame´tereiben,
a Γµνλ-ban, megjelenik az elektroma´gneses te´r 4-es potencia´lja az Aρ a ko¨vetkezo˝-
ke´ppen:
(3) Γµνλ =
{
µ
νλ
}
+ gµσ
(
gλσAν + gσµAλ − gµλAσ
)
,
ahol
{
µ
νλ
}
a Riemann-te´r a´tviteli parame´terei (konnexio´i):
(4)
{
µ
νλ
}
=
1
2
gµσ
(
∂gλσ
∂xν
+
∂gσµ
∂xλ
− ∂gµλ
∂xσ
)
,
melyek az ismert II-faju´ szimmetrikus Christoffel-fe´le szimbo´lumok.
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Weyl elme´lete szerint mind a non-metricita´si felte´tel, mind pedig a Weyl-te´r
a´tviteli parame´terei (Γµνλ-k) invaria´nsok a ko¨vetkezo˝ transzforma´cio´kkal szemben:
(5) g′µν → eχgµν e´s A′µ → Aµ +
∂χ
∂xµ
,
ahol a χ = χ(xµ) egy tetszo˝leges, helyto˝l fu¨ggo˝, skala´ris fu¨ggve´ny. Ezt a transz-
forma´cio´t nevezte el Weyl me´rte´k-transzforma´cio´nak (ne´met eredete´ben
”
Eich”-
transzforma´cio´nak) e´s a neki megfelelo˝ szimmetria´t e´s invariancia´t me´rte´kszim-
metria´nak e´s me´rte´kinvariancia´nak. De a ma haszna´lt me´rte´kszimmetria´n alapulo´
igazi me´rte´kelme´let, mely az Einstein utolso´ a´lma fele´ vezeto˝ u´ton az egyik legfon-
tosabb rejtett kinccse´ va´lt, H. Weyl egy 10 e´vvel ke´so˝bbi munka´ja´bo´l sza´rmazik.
Itt H. Weyl-nek a kvantummechanika kifejlo˝de´se uta´ni, 1929-es, fontos cikke´ro˝l van
szo´, melynek c´ıme:
”
Elektron und Gravitation” (Zeitschrift fu¨r Physik, 56. ko¨tet,
330. oldal). Ezt a cikket mind matematikai-fizikai, mind pedig filozo´fiai szempont-
bo´l is a XX. sza´zadi elme´leti fizika egyik alapveto˝ jelento˝se´gu˝ munka´ja´nak tekint-
hetju¨k, mert a dinamika´t, teha´t maga´t az alapveto˝ ero˝t (ko¨lcso¨nhata´st) invaria´ns
mo´don a loka´lis me´rte´k (gauge) szimmetria elvbo˝l vezeti be. Mint eml´ıtettu¨k ez
a kvantummechanika kialakula´sa uta´n to¨rte´nik, teha´t, mint a c´ım is mutatja, az
elektronto´l indul el, me´gpedig az elektron Dirac-fe´le relativisztikus kvantumelme´let
alapegyenlete´bo˝l, a Dirac-fe´le spinoria´lis ko¨lcso¨nhata´s-mentes Dirac-egyenletbo˝l:
(6) γµ
∂Ψ
∂xµ
+
m0c
~
Ψ = 0.
Itt Ψ egy ne´gykomponensu˝ spinorfu¨ggve´ny, mely a 4 dimenzio´s kontinuum te´rido˝
kooordina´ta´ito´l, az xµ-to˝l (µ = 1, 2, 3, 4) fu¨gg. A γµ pedig a 4 Dirac-fe´le ma´trixot
jelo¨li, azm0 az elektron (pozitron) nyugalmi to¨mege, a c e´s a ~ az ismert univerza´lis
a´llando´k, melyek minden relativisztikus e´s kvantum jellegu˝ egyenletben szerepelnek
(a c a fe´ny va´kuumbeli sebesse´ge, a ~ pedig a Planck-fe´le a´llando´). Ha most
alkalmazzuk a Ψ spinor fu¨ggve´nyre a ko¨vetkezo˝ transzforma´cio´t
(7) Ψ→ Ψ′ = e ie~cχΨ,
ahol a χ fu¨ggve´nyt lokaliza´ljuk, azaz χ = χ(xµ), akkor a Dirac-egyenlet invaria´ns
marad, ha bevezetju¨k az elektroma´gneses ko¨lcso¨nhata´st jellemzo˝ Aµ ne´gyes poten-
cia´lt, e´s arra e´rve´nyesnek tartjuk a Weyl a´ltal bevezetett me´rte´ktranszforma´cio´t is:
(8) Aµ → A′µ = Aµ +
∂χ
∂xµ
.
Teha´t a loka´lis me´rte´k invariancia meghata´rozza maga´t a fizikai ero˝t, esetu¨nk-
ben az elektroma´gneses ko¨lcso¨nhata´st. Ezt nevezzu¨k loka´lis me´rte´k-invariancia´nak.
E´rdekes mo´don ezt a Weyl-fe´le loka´lis me´rte´k-invariancia´t 1954-ig, teha´t egy ne-
gyedsza´zadig, senki sem pro´ba´lta tova´bbfejleszteni, a´ltala´nos´ıtani, ma´s, ko¨zben
megjelent alapveto˝ ko¨lcso¨nhata´sokra, mint a nuklea´ris ero˝s e´s gyenge ko¨lcso¨nha-
ta´sokra.
117
Az elso˝ ilyen a´ltala´nos´ıta´s C. N. Yang e´s R. Mills neve´hez fu˝zo˝dik. Mint la´tni
fogjuk, o˝k alapozta´k meg 1954-ben az u´n. loka´lis nem-abeli me´rte´kinvariancia´t,
mely ke´so˝bben tova´bbfejlesztve egyik legfontosabb rejtett kincse, rejtett szimmet-
ria´ja lett a terme´szetnek.
De mielo˝tt ennek a ta´rgyala´sa´ra ra´te´rne´nk, eml´ıtsu¨k meg, hogy ko¨zben napvi-
la´gra keru¨lt a te´rido˝nek ma´sik ke´t rejtett kincse. Elo˝szo¨r is a 4 dimenzio´s Riemann-
te´rnek magasabb, extradimenzio´iro´l van szo´, szinte´n az elektroma´gneses te´r unite´r
geometriai elme´letei kerete´ben, ahol megno¨velve az Einstein-fe´le gravita´cio´s elme´-
letben haszna´lt 4 dimenzio´s Riemann-te´r dimenzio´inak sza´ma´t 1-gyel, o¨t dimenzio´t
haszna´ltak (ezek a pentadimenzio´s elme´letek).
Az elso˝ ilyen elme´let Theodor Kaluza lengyel sza´rmaza´su´ ne´met matematikus
neve´hez fu˝zo˝dik, aki 1920-ban, az o¨to¨dik dimenzio´ seg´ıtse´ge´vel pro´ba´lta geomet-
riailag e´rtelmezni az eletroma´gneses teret e´s annak a 4-es potencia´lja´t. Ke´so˝bb,
1926-ban, Oscar Klein neves stockholmi elme´leti fizikus a kvantummechanika meg-
szu¨lete´se uta´n k´ıse´relte meg o¨sszhangba hozni Kaluza 5 dimenzio´s elme´lete´t a kvan-
tummechanika elveivel e´s az u´j, o¨to¨dik dimenzio´ topolo´giai tulajdonsa´gaival. Innen
sza´rmazik a gravita´cio´ e´s az eletroma´gnesesse´g u´j 5 dimenzio´s egyse´ges elme´lete´-
nek ro¨vid neve: Kaluza–Klein-elme´let (vagy tre´fa´san K und K elme´let). A Yang–
Mills-fe´le nem-abeli loka´lis me´rte´k invariancia elme´letek tova´bbfejleszte´se´vel u´n.
nem-abeli K-K elme´letek is megjelennek, ahol o¨tne´l magasabb extradimenzio´k is
szerepelnek.
Az elso˝ K-K elme´letek megjelene´se uta´n a hu´szas e´vekben a te´rnek egy ma´sik
e´rdekes rejtett kincse keru¨l felfedeze´sre. Itt a torzio´s terek felfedeze´se´ro˝l van szo´,
mely E´lie Cartan, neves francia geome´ter, a modern differencia´lgeometria egyik
megalap´ıto´ja´nak neve´hez fu˝zo˝dik. A te´r u´j geometriai tulajdonsa´ga a torzio´ mely
a nem-szimmetrikus csatola´su´
(
Γρµν 6= Γρνµ
)
terekne´l jelenik meg a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
(9) T ρµν =
1
2
(
Γρµν − Γρνµ
)
.
Ezeket a harmadrangu´ (3 indexszel rendelkezo˝) tenzorokat 1923–1925 ko¨zo¨tt publi-
ka´lt alapveto˝ munka´iban Cartan fedezte fel, eze´rt a torzio´val (
”
csavaroda´s”) rendel-
kezo˝ tereket, mivel a Riemann tereknek a´ltala´nos´ıta´sai, sokszor Riemann–Cartan-
fe´le tereknek is nevezik.
Az uto´bbi 2-3 e´vtizedben a Riemann-geometria fenti a´ltala´nos´ıta´sa´t felhaszna´lo´
u´j gravita´cio´elme´let alakult ki, az Einstein–Cartan-elme´let. Mint ro¨viden la´tni fog-
juk a loka´lis nem-abeli (Yang–Mills t´ıpusu´) me´rte´kelme´letek tova´bbfejleszte´se´ben
kialakultak a gravita´cio´ me´rte´kelme´letei, melyekre ke´t angol tudo´s, az asztrofizi-
kus, D. Sciama e´s az elme´leti fizikus, T. W. Kibble, h´ıvta fel a figyelmet, mintegy
tova´bbfejlesztve a japa´n fizikus R. Utiyama a´ltal kidolgozott elso˝ gravita´cio´s me´r-
te´kelme´letet.
Ezzel most visszae´rkeztu¨nk a ma´r eml´ıtett Yang–Mills-elme´lethez, melyet
1954-ben, C. N. Yang e´s munkata´rsa R. Mills dolgoztak ki bevezetve az u´n.
nem-abeli me´rte´kterek fogalma´t, melyet ro¨viden, szerzo˝ik neve uta´n, Yang–Mills-
tereknek is neveznek. Ezt az 1954-es dolgozatot a h´ıres amerikai folyo´iratban,
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a Physical Review-ben ko¨zo¨lte´k a ko¨vetkezo˝ c´ımmel:
”
Conservation of Isotopic
Spin and Isotopic Gauge Invariance” (Phys. Rev., 96, 191–195). Ebben a dolgo-
zatban kiterjesztik a Weyl-fe´le elektroma´gneses me´rte´kinvariancia´t a magero˝k izo-
topikus me´rte´kinvariancia´ja´ra. A Yang–Mills-te´r kulcsfontossa´gu´ tulajdonsa´ga az,
hogy nem-abeli me´rte´kte´r, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben a Yang–Mills-
transzforma´cio´k nem kommutat´ıv Lie-csoportot alkotnak, ez az SU(2) csoport,
nem kommutat´ıv, teha´t nem-abeli me´rte´kcsoport, viszony´ıtva a Weyl-fe´le me´rte´k
transzforma´cio´khoz, melyeknek me´rte´kcsoportja az U(1), kommutat´ıv. Az SU(2)
egy specia´lis 2× 2 transzforma´cio´s ma´trixokat haszna´lo´ unite´r csoport. Az elmu´lt
to¨bb mint fe´l e´vsza´zad alatt, a Yang–Mills-terek bevezete´se´to˝l napjainkig, a nem-
abeli me´rte´k ero˝te´r (Yang–Mills) fogalma o´ria´si va´ltoza´son ment keresztu¨l, de ma
elmondhatjuk, hogy a ma ismert o¨sszes alapveto˝ ko¨lcso¨nhata´sok egyse´ges le´ıra´sa´nak
fontos paradigma´ja´va´ va´lt, e´s ı´gy kulcsszerepe van ma is Einstein utolso´ a´lma´nak
megvalo´s´ıta´sa´ban is. Terme´szetesen, ezt a to¨bb mint fe´l e´vsza´zados fejlo˝de´st egy
ilyen ro¨vid cikk kerete´ben, me´g va´zlatos forma´ban sem lehet elmondani. Eze´rt en-
nek illusztra´la´sa´ra bemutatjuk a nemre´g elta´vozott neves dublini elme´leti fizikus,
L. O’Raifeartaigh (1933–2000) e´s munkata´rsa N. Straumann kitu˝no˝ cikke´nek to¨r-
te´neti se´ma´ja´t (Review of Modern Physics, 2000. janua´r, a c´ımlapon.)
Ezen a ta´bla´zaton, Yang e´s Mills neve mellett la´thato´ a ma´r to¨bbszo¨r eml´ı-
tett, sajnos ma´r nem e´lo˝, japa´n fizikus R. Utiyama neve is, 1954–1956 e´vsza´mokkal.
Az o˝ neve´nek ku¨lo¨n kiemele´se aze´rt is fontos, mert Utiyama Yanggal e´s Mills-szel
egyido˝ben, tala´n japa´n nyelven o˝ket megelo˝zve, kidolgozta a nem-abeli me´rte´kte-
rek jo´val a´ltala´nosabb elme´lete´t, egy a´ltala´nos, nem-abeli Lie-me´rte´k-csoportra, az
SU(N)-re alapozva, melynek tova´bba´ az U(1) e´s az SU(2) partikula´ris esetei. To-
va´bba´ azt is kimutatta, hogy le´nyege´ben a gravita´cio´s teret is e´rtelmezhetju¨k nem-
abeli me´rte´kte´rke´nt, ha a specia´lis relativita´selme´letben oly fontos szerepet ja´tszo´
Lorentz-transzforma´cio´t lokaliza´ljuk. Mindezeket angolul csak 1956-ban, teha´t ke´t
e´vvel a Yang–Mills-cikk megjelene´se uta´n tudta leko¨zo¨lni a Physical Review-ben,
a ko¨vetkezo˝ c´ımmel:
”
A ko¨lcso¨nhata´sok invariant´ıv elme´leti e´rtelmeze´se” (Invariant
Theoretical Interpretation of Interaction, Phys. Rev., 101, 1597 (1956). Utiyama-
nak ezt a cikke´t fejleszti tova´bb T. W. Kibble 1961-es h´ıres dolgozata´ban (Lorentz
Invariance and the Gravitational Field, J. Math. Phys., 2, 212, 1961), ahol a me´rte´k-
csoport az inhomoge´n Lorentz-csoport, amit Poincare´-csoportnak is neveznek. Itt
azt mutatja ki, hogy ebben az esetben egy a´ltala´nosabb gravita´cio´elme´letet ka-
punk az u´n. Einstein–Cartan-fe´le gravita´cio´s elme´letet, a ma´r eml´ıtett, Cartan-fe´le
torzio´s te´r felhaszna´la´sa´val.
Majd csak ezuta´n ko¨vetkeznek a Yang–Mills-elme´let nagy sikeru˝ alkalmaza´sai
a ku¨lo¨nbo¨zo˝ ko¨lcso¨nhata´sok egyes´ıte´se´re (a Glashow, Weinberg–Salam modell, az
elektro-gyenge ko¨lcso¨nhata´sok elme´lete e´s k´ıse´rleti igazola´sai, fizikai Nobel-d´ıj 1976,
1979, 1984, 1999, majd a kvantumkromodinamika nem-abeli me´rte´kelme´lete, fizikai
Nobel-d´ıj 2002 e´s a ha´rom kvark-csala´d szu¨kse´gesse´ge az elemi re´szecske´k u´n.
standard modellje´nek kialakula´sa´ban, fizikai Nobel-d´ıj 2008). Ezeken a teru¨leteken
az elmu´lt ha´rom e´vtized alatt, 15 fizikus re´szesu¨lt Nobel-d´ıjban, a nem-abeli me´rte´k-
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1. a´bra
elme´letek teru¨lete´n ele´rt jelento˝s elme´leti e´s k´ıse´rleti eredme´nyek elismere´seke´nt. Ez
mindenke´ppen jelento˝s sza´m, ami ritkasa´gsza´mba megy a Nobel-d´ıj to¨rte´nete´ben.
Ismeretes, hogy az elemi re´szecske´k e´s az alapveto˝ fizikai ko¨lcso¨nhata´sok u´n.
standard modellje nem foglalja maga´ba a gravita´cio´t, pontosan azt az alapveto˝ ko¨l-
cso¨nhata´st, ahonnan
”
Einstein utolso´ a´lma” kezdo˝do¨tt. Ahhoz, hogy ezt bee´p´ıtsu¨k
a standard modellbe, e´s ı´gy megteremtsu¨k a leheto˝se´get Einstein utolso´ a´lma´nak
megvalo´s´ıta´sa´hoz, egy u´j rejtett kincsre, egy u´j rejtett szimmetria´ra volt szu¨kse´g.
Ezt az u´j szimmetria´t a hetvenes e´vek eleje´n fedezte´k fel. A neve szuperszimmet-
ria (az angol super-symmetry tre´fa´s ro¨vid´ıte´se a
”
SUSY”). Ez nem ma´s mint a
fermion-bozon-szimmetria, mely o¨sszekapcsolja a fe´lege´sz spinu˝ elemire´szecske´ket
(fermionokat) az ege´sz spinnel rendelkezo˝ bozonokkal. Teha´t, kiindulva egy ilyen
belso˝ rejtett fermion-bozon szimmetria´bo´l, mely egy te´r-ido˝ (Lorentz–Poincare´)
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szimmetria´t is tartalmaz, e´s me´rte´kes´ıtve (lokaliza´lva) eljutunk egy loka´lis SUSY-
elme´lethez, mely nem ma´s mint a szupergravita´cio´. De az ilyen szupergravita´cio´s
elme´letekre az extradimenzio´k haszna´lata jellemzo˝. Ezekkel pedig ele´rkeztu¨nk, most
ma´r a 80-as e´vekben, a Kaluza–Klein-t´ıpusu´ elme´letek renesza´nsza´hoz, melyek u´n.
nem-abeli K-K elme´letek.
Ezek a nem-abeli K-K elme´letek nem pentadimenzio´sak, hanem magasabb
extradimenzio´kkal rendelkeznek. A SUSY seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt egy also´ korla´tot
meghata´rozni a te´rjellegu˝ extradimenzio´kra. Ha az extradimenzio´k sza´ma´t K-val
jelo¨lju¨k, akkor a dimenzio´k sza´ma d = 3+1+K. A fent eml´ıtett hata´r kisebb vagy
egyenlo˝ 7-tel (K ≤ 7), ı´gy a szuper-gravita´cio´s elme´letekben 11 dimenzio´s nem-
abeli K-K elme´lettel dolgozunk. (A dimenzio´khoz ko¨to˝do˝ vonatkoza´sokat is eml´ıti
az ala´bbi cikk: Benedict Miha´ly: U´j dimenzio´k a matematika´ban e´s a fizika´ban,
Uto´szo´: G. J. Gorelik: Mie´rt ha´romdimenzio´s a te´r? Gondolat, 1987, 203–217.)
Ma to¨bb olyan nem-abeli Kaluza–Klein-t´ıpusu´ elme´let van kidolgoza´s alatt,
melynek seg´ıtse´ge´vel megpro´ba´lja´k megvalo´s´ıtani Einstein utolso´ a´lma´t, megalkotni
a minden dolgok elme´lete´t (Theory of everything) vagyis, az o¨sszes ma ismert fun-
damenta´lis ko¨lcso¨nhata´sok (ero˝s, elektroma´gneses, gyenge e´s gravita´cio´s) geomet-
riai szinte´zise´t. Ezek ko¨zu¨l a legnevezetesebb az u´n. szuperhu´relme´let. Ennek egyik
utolso´ va´ltozata´t a princetoni elme´leti fizikus, az 1990-es Fields-d´ıj kitu¨ntetettje,
Edward Witten javasolta. Ez egy 11 dimenzio´s (7 extradimenzio´val rendelkezo˝) K-K
elme´let, melyet Witten M-elme´letnek nevezett el. Ez logikus, koherens, matemati-
kailag ellentmonda´smentes, sze´p, sokat ı´ge´ro˝ elme´let, csak az a nagy hia´nyossa´ga,
hogy e´rdekes e´s szenza´cio´s jo´slatainak, sajnos egyelo˝re nincsenek k´ıse´rleti bizony´ı-
te´kai. A fizika pedig elso˝sorban k´ıse´rleti tudoma´nya´g. Mint fentebb la´ttuk, a nem-
abeli me´rte´kelme´leteke´rt is csak akkor adoma´nyoztak Nobel-d´ıjat, ha azok jo´slatait
k´ıse´rletileg is igazolta´k. Most a CERN-ben, a genfi nagy hadronu¨tko¨zteto˝ – LHC
(Large hadron collider) mege´p´ıte´se´vel e´s ennek ro¨vid ido˝n belu¨li u´jraind´ıta´sa´val
megvannak a leheto˝se´gek to¨bb eml´ıtett jo´slat (szuperszimmetrikus re´szecskecsala´d,
a te´r extradimenzio´i e´s sok ma´s e´rdekes fizikai jelense´g) k´ıse´rleti kimutata´sa´ra. Ha
a nemsoka´ra kezdo˝do˝ k´ıse´rletek igazolja´k ezeket, akkor az elko¨vetkezendo˝ e´vekben
teljesen u´j fizikai vila´gke´pu¨nk fog kialakulni az univerzum anyaga´nak elemi e´p´ıto˝ko¨-
veiro˝l e´s az azokat mu˝ko¨dteto˝ fundamenta´lis ero˝kro˝l, ko¨lcso¨nhata´sokro´l. Reme´lju¨k,
hogy ezek az eredme´nyek pa´r le´pe´ssel ko¨zelebb visznek a te´rido˝ itt felsorolt rejtett
kincseinek megismere´se´hez, Einstein utolso´ a´lma´nak megvalo´s´ıta´sa´hoz.
Tibor Toro´: From Bolyai’s hidden treasures to Einstein’s last dream
In this paper we attempt to obtain a connection between the two keywords which
are formulated in the title of our lecture:
”
Bolyai’s hidden treasures”and
”
Einstein’s
last dream”. The expression of
”
hidden treasures” appeared in a Ja´nos Bolyai’s the-
sis in the following manner:
”
The space contains in its depths, such treasures which
the man who is moving on the surface, never can see” (Paul Stackel: Bolyai Farkas
e´s Bolyai Ja´nos geometriai vizsga´latai, Bp. MTA, 1914, vol. II, p. 293) The notion
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of
”
Einstein’s last dream”was formulated by the famous Nobel prize-winner physi-
cist Abdus Salam, originated from Pakistan, in his Einstein’s centenary memorial
lecture, with following title:
”
The Einstein’s last dream: the space-time unification
of fundamental forces” (UNESCO, Paris 9 may, 1979). This is nothing else but
the idea of geometrization of fundamental physical forces in wich was interested.
Bolyai himself. (T. Toro: Physica more geometrico, Bolyai’s and Einstein’s unfi-
nished symphony, in Bolyai Memorial Volume, Ed Vince, Bp. 2004). In our paper
we will show which should be these hidden treasures of space-time (The Weyl’s
non-metricity, the torsion of Cartan, the Kaluza–Klein type extra-dimensions, the
non-Abelian local gauge invariance of Yang–Mills, Utiyama, Kibble etc.) through
which we hopefully will arrive to realization of Einstein’s last dream.
Toro´ Tibor
Temesva´ri Tudoma´nyegyetem
Blvd. V. Parvan 4 Timisoara
300223 Timis
Roma´nia
tt.neutrino@yahoo.com
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